Mathématiques PTSI

Lycée Déodat de Séverac



On note :
e K=RouC;
e pour n € N*, [1; n] I'ensemble des entiers naturels compris entre 1 et n.
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Ve ire et & linéaires éch

Plan

@ Vocabulaire et systemes linéaires échelonnés
@ Présentation
@ Opérations élémentaires
@ Systéemes et matrices échelonnés en lignes

e Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire

© Précisions sur I'ensemble des solutions
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Vocabulaire et & linéaires é Présentation

Définition :
© On appelle systeme linéaire de n équations, a p inconnues
Z1,%2,...,%p et a coefficients dans K, un systeme de la forme :
a1121 + a12%2 + ... + a1px, = by

2171 + Aoy + . . . + anpx, = by avec a;; € K pour

;{ie[[l; n]

—~
2]

: : jell o] -

Ap1%1 + p22 + ... + appTp = by

@ Pour i € [1; n] et j € [1; p], les réels a;; sont appelés les
coefficients du systeme et by, bs, ..., b, sont appelés les seconds
membres du systéeme ;

@ Pour i € [1; n], on appelle i-eme ligne de (S) , et on note L;,
I'"équation : a;1x1 + aiprs + ... + AipTp = b;.
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Vocabulaire et & linéaires échelonné Présentation

notations : On associe a (S) :
e un tableau rectangulaire A de n lignes et p colonnes, appelé matrice des
coefficients, en rangeant le coefficient a;; a la i-&€me ligne et j-iéme colonne.

a1 a2 ce. Qlp
a21 a2 cee QA2p
A =
ap1  Ap2 ... dAnp
b1
ba
e le tableau B obtenu en rangeant les seconds membres : B =
bn,
a1 ai2 c.. Q1p b1
a1 a922 c.. G2p b2 B .
e le tableau : (A|B) = , , appelé matrice
Gn1 Qp2 ... Gpp | by

augmentée.
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Vocabulaire et @ linéaires échel Opérations élémentaires
Définition :
On appelle opérations élémentaires sur un systeme linéaire (S) les opérations
suivantes :

1. permutation de deux lignes L; et L; : L; <+ L;;
2. multiplication de la ligne L; par A : L; < AL;, avec A\ € K*;

3. combinaison d'une autre ligne L; a une ligne L; (i # j) :
L; < L+ ALj, avec A € K.

REMARQUE : On définit de la méme facon des opérations élémentaires sur la
matrice des coefficients de (S) ainsi que sur la matrice augmentée de (S).

REMARQUE : Si on passe d'un systeme (S) a un autre systéme (S’) par une suite
finie d'opérations élémentaires sur les lignes, la matrice augmentée de (S')
s'obtient en effectuant la méme suite d'opérations élémentaires sur la matrice
augmentée de (S) .
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Vocabulaire et & linéaires é

Opérations élémentaires

Proposition

Soit (S) un systeme linéaire, alors tout systéme (S’) obtenu a partir de (S)
en faisant une suite finie d’opérations élémentaires est équivalent au systeme

(S).

Attention aux opérations élémentaires simultanées : partant du
ir +iy +iz =1
systéme : (S) %’E J%y f%z =0 , en faisant les opérations
3T +3y +3z =0
L1 — L1 — L2
élémentaires simultanées : Lo < Ly — Ly , nous obtenons le
@ L3 — L3 — L1
% =1
systeme : (S') x —z =0 qui a pour solution (1; 1; 1).
—T = =l
Pourtant (1; 1; 1) n’est pas solution de (S), donc (S) et (S’) ne sont
pas équivalents.
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Vocabulaire et & linéaires é

Systeémes et matrices échelonnés en lignes

Définition :
@ Une matrice est dite échelonnée en lignes si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes le sont;

(i) a partir de la seconde ligne, dans chaque ligne non nulle, le premier
coefficient non nul est situé a droite du premier coefficient non nul de
la ligne précédente.

@ On appelle pivot le premier coefficient non nul de chaque ligne (non
nulle) d'une matrice échelonnée en lignes.

© Une matrice échelonnée en lignes est dite échelonnée réduite en lignes
lorsque tous les pivots sont égaux a 1 et sont les seuls éléments non
nuls de leur colonne.

REMARQUE : De la méme fagon, on dit qu'un systéeme est échelonné en lignes
(réduit ou non) lorsque sa matrice des coefficients I'est.
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Vi ire et @ linéaires é Systeémes et matrices échelonnés en lignes

Proposition

Tout systeme échelonné en lignes est équivalent a un unique systeme
échelonné réduit en lignes.
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Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire

Plan

@ Vocabulaire et systemes linéaires échelonnés

© Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire
@ Présentation de |'algorithme
o Exercices d'entrainement
@ Rang d'un systeme linéaire, inconnues principales et secondaires

© Précisions sur I'ensemble des solutions
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Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire Présentation de I'algorithme

Il s’agit d'un algorithme qui permet de résoudre n'importe quel systeme quelle que soit
sa taille. On part donc d'un systéme :

a11%1 + @122 + ... + a1pTp = b1
2171 + a22T2 + ... + azpxp = b

(S)

An1%1 + @n2%2 + ... + AnpTp = by

On suppose par ailleurs que pour chaque inconnue z;,% € [1; p], les coefficients

correspondants a1, azi, . . ., an; Ne sont pas tous nuls. On note :
all alz N aip b1
a1 a2 ... azp | b2
(AlB) =
Gn1 Qn2 ... Gnp | bn

la matrice augmentée. On prendra, pour illustrer I'algorithme, le systeme (S)

z +t =1
r 4y +z =0
z +y +2z +3t=-1
r +y +3z +10t = —6

On décompose I'algorithme suivant les étapes suivantes :
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Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire Présentation de I'algorithme

(a) premier pivot.

> choix du premier pivot : I'un des coefficients a11, as1, .

ajl a1z
. , az1 a2
matrice augmentée de la forme : (AlB) ~

an1  Qn2

1 a

N N . s N a s

> on se ramene & un pivot égal & 1: (41B)~ wo
Qn1

..,Qp1 n'est pas nul :
quitte a permuter les lignes, on se raméne a une matrice augmentée avec le
premier coefficient en haut a gauche non nul. On se raméne donc a une

ayp by
azp

Anp | b

()11, bl
agy | b2

Qnp | bn

avec a1 # 0.

L1+ LI,

an

©> on utilise le premier pivot afin de n’obtenir que des coefficients nuls en dessous

1 az ... ap | b
. Gyg ... dgp | by
de ce dernier : (AIB)~A' = .
L
0 o oee dnp | bn
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Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire Présentation de I'algorithme

(b) pivots suivants.

L'étude dépend des deux situations suivantes :

@ L'un des coefficients as, .. ., G,z n'est pas nul. On poursuit alors
I'échelonnement en laissant de c6té la premiére ligne et la premiére colonne :

avec A” une matrice constituée de n — 1 lignes et p — 1

colonnes. On retourne alors en (a) avec A”.

@ Tous les coefficients ass, . . ., G, sont nuls. On laisse alors de coté la

premiére ligne et les deux premieres colonnes : 4’ =

une matrice constituée de n — 1 lignes et p — 2 colonnes. On retourne alors
au (b) avec A”.
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Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire Présentation de I'algorithme

(c) fin de I'algorithme.

Nous obtenons au final une matrice échelonnée. On termine I'algorithme en se
ramenant a une matrice échelonnée réduite en lignes :

Proposition

Tout systéme linéaire (S) est équivalent a un unique systéme linéaire
échelonné réduit en lignes.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Systémes linéaires 18 / 34



Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire Exercices d’entrainement

Exercice

Résoudre les systemes suivants :

r+y+z+t=4
r+y+22+2t=0
r+y+224+3t=1 "'
T+2y+32+4t=0

r+y+z=1

@)y z+2y+32z2=2 ; (b)
2+ 3y+42=0
r+y+z+t=4

()R z4+y+224+2t=0 .
r+y+224+3t=0
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Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systéme linéaire Rang d'un systeme linéaire, i principales et laire

Définition :
On considére un systéme (S) équivalent a un systeme échelonné réduit en
lignes (S’). On note A’ la matrice associée a (S’).

@ Une inconnue de (S) est dite principale lorsque la colonne de A’
correspondante contient un pivot.

@ On appelle rang de (S), et on note rg(.S) le nombre de pivots de A’.

REMARQUE : Une inconnue non principale est appelée inconnue secondaire ou
parametre.

Proposition

Le nombre de parameétres est égal a la différence du nombre d'inconnues par
le rang du systeme linéaire.
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Précisions sur I'ensemble des solutions

Plan

@ Vocabulaire et systemes linéaires échelonnés
@ Algorithme de Gauss-Jordan et rang d'un systeme linéaire

© Précisions sur I'ensemble des solutions
@ R” et écriture matricielle d'un systeme
@ Systéme homogene
@ Systéme homogene associé a un systeme quelconque
@ Nombre de solutions d'un systéme linéaire quelconque
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Précisions sur I'ensemble des solutions R et écriture matricielle d'un systeme

T1
T2
Pour n € N*, on note K" I'ensemble des éléments de la forme : . avec
xn
1 € R
o € R
. On munit K™ des opérations suivantes :
z, € K
T1 Y1 1+ Y1 T1 Ay
T2 Y2 T2 + Y2 T Ao
o + = . e | = . , avec A € K.
B Yn Tn + Yn T, Ay,
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Précisions sur I'ensemble des solutions R et écriture matricielle d'un systeme

a11T1 +a12x2 + ...+ a1pxTp = b1
a21z1 + a22x2 + ... + azpp = b2
notation : Si (S) : . est un systéme de matrice

an1T1 + @n2T2 + ... + anpTp = bn
augmentée (A|B), on note :

z1
2
@ X =] . | €KP la matrice inconnue.
Tp
a11T1 + a1222 + ... + a1pTp
a2171 + a22%2 + ... + az2pTp
Q AX = _ €K™,
anp1Z1 + an222 + ... + anpTp

b1
ba
@ (S) s’écrit donc matriciellement : AX = B, avec B= | . | € K™

bn
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Précisions sur I'ensemble des solutions R et écriture matricielle d'un systeme

Proposition
Si X et X’ sont deux éléments de KP, alors :
o A(X+X')=AX 4+ AX'.
e VA e K, AMNX) = \AX.
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Précisions sur I'ensemble des solutions  Systéme homogéne

Définition :
| Un systéeme est dit homogene lorsque le second membre est nul. J
0
REMARQUE : Un systeme homogene a toujours une solution : :
0

Proposition (Linéarité de I'ensembles des solutions)

Soient (Sp) un systéme linéaire homogeéne de n équations et a p inconnues,
et X; € KP, X, € KP deux solutions de (Sy). Alors pour tout (\; i) € K2,
AX; + pXs est encore solution de (Sg).

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Systémes linéaires 29 /34



Précisions sur I'ensemble des solutions  Systéme homogéne

Proposition
Soit (S) un systéme linéaire homogene de n équations et a p inconnues.
e Sirg(S) = p, alors (S) admet Og» pour unique solution;
e Sirg(S) < p, alors (S) admet une infinité de solutions.
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Précisions sur I'ensemble des solutions  Systéme homogeéne associé a un systéme quelconque

Proposition
On note (S) : AX = Bet (Sg) : AX = Ogn» son systéme homogene associé.

@ Si Xp est solution de (Spr) et X, est solution de (.5), alors X + Xpr
est solution de (S).

@ Réciproquement, toute solution X de (S) s'écrit sous la forme :
X = Xo+ Xpg, ol X est solution de (S) et Xy est solution de (Sg).
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Précisions sur I'ensemble des solutions Nombre de solutions d'un systéme linéaire quelconque

Définition :
Un systeme est dit compatible s'il admet au moins une solution. Sinon, on dit qu'il est
incompatible.

Exercice

z +y +z=1
Résoudre r 4y +2z=2 suivant les valeurs de A € R.
T +y +3z=)\

Proposition

Nous en déduisons donc toutes les possibilités pour les solutions d'un systéme linéaire (S)
de n équations et a p inconnues :

e soit (S) est incompatible donc n’admet pas de solutions.
e soit (S) est compatible, alors :

Si rg(S) = p, (S) admet une unique solution.
Si rg(S) < p, (S) admet une infinité de solutions.
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