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Dans tout le cours, on note : K =R ou C.



Généralités et propriétés des sommes

Plan

@ Généralités et propriétés des sommes
@ Notation et premieres propriétés
@ Quelques sommes usuelles
@ Propriétés supplémentaires

© Sommes doubles et produits

e La formule du bindme
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Généralités et propriétés des sommes Notation et premiéres propriétés

=> notation :

n
Si ug, U1, ..., u, sont des éléments de K, on note : ug +uy + ... +u, = Zuk.
k=0
REMARQUES :
n
(1) L'indice k de la somme Zuk est une variable muette.
k=0
n n
Zuk :U0+U1+"'+unzzuz‘;
k=0 i=0

(2) En posant I = [[0; n], on note également
Su=Yo
i=0

el
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Généralités et propriétés des sommes Notation et premiéres propriétés

=> propriété de linéarité :

Proposition
Soient (uy,) et (v,) deux suites d'éléments de K et A € K. Alors :

(a)

n n n
Z(Uk + o) = Zuk —|—Z’Uk;
= k=0 k=0

k=0

ﬁi:Aukrztkji:uk.
k=0 k=0
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Généralités et propriétés des sommes Notation et premiéres propriétés

=> principe de télescopage :

Proposition

Soit (uy,) une suite d'éléments de K. Alors

n
E Uk4+1 — Uk = Up+41 — Uo-
k=0

Exercice

Calculer : Zln (%)

k=1
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Généralités et propriétés des sommes  Quelques sommes usuelles

= somme des n premiers entiers naturels et suites arithmétiques :

Proposition

n(n + 1).

n
VneEN, 0+1+2+.+n=> k= 5

k=0

conséquence :

e Une suite (un) € K est une suite arithmétique de raison r si et seulement si
Vn € N, up41 = un + 7. Par propriété, si (un) est une telle suite alors
Vn € N,un = nr + ug. De plus, si (un) vérifie Vn € N, u,, = na + b alors (uy) est
arithmétique de raison a et de premier terme b.

e Si (un) une suite arithmétique de raison r € K et de premier terme ug € K. Alors :

V(n; p) € N? Zu m(n—p-&-l)
—_——

nbre de termes

nbre de termes

—
REMARQUE : En particulier - S g = 2218 0]
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Généralités et propriétés des sol

mmes  Quelques sommes usuelles

=> somme des termes d’une suite géométrique :

Une suite (uy,) € K est une suite gé

ométrique de raison ¢ si et seulement si Vn €

N, w41 = qu,. Par propriété, si (u, ) est une telle suite alors Vn € N, u,, = ¢"™ X

ug. De plus, si (uy,) vérifie Vn €
raison g et de premier terme a.

Proposition

e Siqg#1,

e Sig=1,

Si (uy) est une suite géométrique de raison ¢ € K et de premier terme
ug € K, alors pour tout n € N :

N, u, = aq™ alors (u,) est géométrique de

nbre de termes

n+1
Zuk—uo 1—g ;
Z (n+1) wug.

k

nbre de termes
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Généralités et propriétés des sommes  Quelques sommes usuelles

Exercice

[
2 -

n
Calculer les sommes suivantes :  (a) Z ek (b)
k=0

=

S

o

(c) i(5k+3k); (d) ) 2% (n>3).
k=0

>
Il
w0
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Généralités et propriétés des sommes  Quelques sommes usuelles

conséquence :
V(a; b) € K2,

a” —b"

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac)

n—1

= (a—b) x Za"‘l_kblc

k=0

—an—14qn—2bt.. +abn—24pn—1
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Généralités et propriétés des sommes

= relation de Chasles :

Proposition
Soit » € N*. Alors :

Propriétés supplémentaires

n+r n+r
2k = Z USSP DR
k=n+1
w
=> glissement d'indice :
Proposition
n+1
o E Uk+1 = E Uk = U + ... F Ungr;
n+/4
@ plus généralement, pour tout ¢ € N, E Upyp = E U
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Sommes doubles et produits

Plan

@ Généralités et propriétés des sommes

© Sommes doubles et produits
@ Produits de nombres
@ Les doubles sommes

© La formule du bindme
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Sommes doubles et produits Produits de nombres

= notation :
Si ug, uq,...,u, sont des éléments de K, on note :

n
Ug X Uy X oo X Up = H’U,k
k=0
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Sommes doubles et produits Produits de nombres

=> propriétés :

Proposition
Soient (un) et (vy) deux suites d’éléments de K. Alors :
n n n
o (H%)( 11 vk) = [T (uror);
k=0 k=0 k=0

n n
@ Multiplication par un scalaire. Soit A € K : H Auy, = AL H Wp;
k=0 k=0

© Télescopage.

n m n
@ Séparation d'un produit (Chasles) : H up = H Up H U ;

k=0 k=0 k=m+1
n n+el
© Glissement d'indice : H Uptp = H uy avec £ € N.
k=0 [B=?
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Sommes doubles et produits Produits de nombres

= factorielle d'un nombre :

n

Pour n € N*, on pose : nl =nx (n—1) x ... x 1 = H k. Par convention,
k=1
ol =1.
@ | nip! # (np)! (exemple : 213! = 12 # 6!). J
Exercice

Exprimer simplement a |'aide de factorielles les produits suivants :

(a) ﬁ%; ﬁk+2
k=1
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Sommes doubles et produits Produits de nombres

= lien somme/produit :

Proposition

n
e ln H ug | =
k=0 =

n n
e exp Zuk = Hexp(uk).
k=0 k=0

n

In(ug), (uo>0, ug >0, ..., uy, >0).
0

Exercice

n
Calculer : H ek,
k=0
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Sommes doubles et produits Les doubles sommes

=> sommes rectangulaires :

But : Calculer : Z ai;, avec a;; € K. Par exemple : Z (t47).
(5 5)€lo; n]? (4 4)€lo; n]?
Proposition

Pour tout entier n € N,

n n

> w3 () -

n n
(i; €05 n]? i=0 \j=0 =0

E A5
=0

conséquence :

Si a;; = u;v; (variables séparables), alors nous en déduisons :

n n n n
E U;V5 = E U; E Vj = E Uj E Uy
=0 7=0 7=0 =0

(5 J)€l0; n]?
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Sommes doubles et produits Les doubles sommes

=> sommes triangulaires :

0<i<n
. - .. N — . y . 2 - - ..
But : Calculer : Z aij, ou T = {(z, j) €0; n]= / { 0<j<i } et a;; € K.
(4 J)eT
Par exemple : Z i3
(& J)eT

Proposition

Pour tout entier n € N,

n ) n n
E A5 = E Q55 = Qg5 | -
(3 J)ET i=0 \j=0 j=0 \i=j

Exercice

Calculer z": z": %

i=1 j=i
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La formule du binéme

Plan

© Généralités et propriétés des sommes
© Sommes doubles et produits

© La formule du bindme
o Coefficients bindmiaux
@ Le triangle de Pascal
@ Formule du binéme de Newton et applications
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La formule du binéme  Coefficients bindmiaux

Définition :
Pour (n; p) € N2, on appelle coefficients binomiaux, et on note : (Z) les
nombres définis par :

n! .
n ————sip<n
( » ) =4 pl(n—p)!
0 sinon

Proposition
Soit n € N. Alors :

@ pour tout p € N, (Z)
n n
o ()-2()-
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La formule du binéme Le triangle de Pascal

Proposition

. . 2 N . " .
Sment(n,p)GN.AIors.<p_’_1 >_<p+1>+<p>'

Interprétation graphique :

Plo 1 2 3 4 5
n
0 1 0 0 0 0 O
N+
A~
1 1 1 0 0 0 O
N+
—~~
2 1 2 1 0 0 O
3 1 3 3 1 0 0
4 1 4 6 4 1 0
5 1 5 10 10 5 1
Le triangle de Pascal

conséquence :

$ Les coefficients bindmiaux sont des entiers naturels.
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La formule du binéme Formule du bindme de Newton et applications

= formule du binome de Newton :

Proposition

Soient (a; b) € K2 Alors : Vn € N, (a+b)" = ( Z ) a"b"
k=0

n

REMARQUE : Nous avons aussi (a + b)" = Z <

k=0

n
k

Exercice

Donner une expression simple des sommes suivantes :

(a)é;(;‘); (b)g—l)’“(?ﬁ)
© E_jz( )@ ;(D’“Q’“( b))
(e) kznjo( Z >cos(km) ) kznjo( Z )sm(k:v)

) b a" " car (a+b)" = (b+a)".
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