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Généralités

Plan

@ Généralités
@ Ensembles majorés, minorés maximum et mininum
@ bornes supérieures et inférieures d'un sous ensemble de R
@ Une propriété des entiers naturels
@ Principes de récurrence

© Nombres entiers et arithmétique

© Nombres décimaux, rationnels et réels
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Généralités Ensembles majorés, minorés maximum et mininum

Définition
Soit A un sous-ensemble de R.
Un majorant de A, lorsqu’il existe, est un réel M tel que : Vo € A,z < M ;

Le maximum de A, lorsqu'il existe, est le réel a € A tel que Vx € A,z < a. On
note a = max(A);

Un minorant de A, lorsqu'il existe, est un réel m tel que : Vz € A,z > m;

Le minimum de A, lorsqu'il existe, est le réel b € A tel que Vo € A,z > b. On
note b = min(A);

© 60 ©O

Si A admet au moins un majorant, on dit que A est majoré. Si A admet au moins
un minorant, on dit que A est minoré. Si A est majoré et minoré, on dit que A est
borné.

REMARQUE : On dit également < plus grand élément de A >au lieu de < maximum de A >.
De méme, on dit plus petit élément eu lieu de minimum.
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Généralités bornes supérieures et inférieures d’un sous ensemble de R

Définition
Soit A un sous-ensemble de R.

@ On appelle borne supérieure de A, et on note sup(A) lorsqu’elle existe, le plus
petit des majorants de A;

@ On appelle borne inférieure de A, et on note inf(A) lorsqu’elle existe, le plus
grand des minorants de A.

Proposition

© Tout sous-ensemble de R non vide et majoré admet une borne supérieure ;

@ De méme tout sous-ensemble de R non vide et minoré admet une borne inférieure.

REMARQUES :

(1) A admet un maximum si et seulement si sa borne supérieure appartient a A;

(2) De méme, A admet un minimum si et seulement si sa borne inférieure appartient a A.
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Généralités Une propriété des entiers naturels

On note N = {0; 1; 2;...} I'ensemble des entiers naturels.

Proposition
Soit A C N un sous-ensemble non vide de N.
© A admet un plus petit élément.
@ Si A est majorée, alors A admet un plus grand élément.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Nombres entiers, rationnels et réels 8 /37



Généralités Principes de récurrence

Principe de la récurrence dite faible

But : On considére P(n) une assertion qui dépend de n € N. On souhaite montrer que
P(n) est vraie quel que soit n. (Exemple : P(n) : < 2" > n >.)

Proposition
Soit P(n) une assertion dépendant de n € N. On suppose :
(i) P(0) vraie;
(i) Yn e N, P(n) = P(n+1).

Alors, quel que soit n € N, P(n) est vraie.

Exercice
n
Montrer par récurrence que Vn € N, Z | .

n(n+1)(2n+ 1)
k=0 9
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Généralités Principes de récurrence

=> la récurrence a partir d'un certain rang :

Proposition
Soient P(n) une assertion dépendant de n € N et ng € N. On suppose :
(i) P(no) vraie;
(i) Vn > ng, P(n) = P(n+1).

Alors, quel que soit n > ng, P(n) est vraie.

Exercice

Montrer que pour tout entier naturel n > 2, P(n) < 2™ > n+ 2 >est vraie.
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Généralités Principes de récurrence

=> la récurrence a plusieurs pas :

Proposition
Soient P(n) une assertion dépendant de n € N et € N*. On suppose :
(i) P(0),P(1),...,P(r — 1) vraies;
r éléments
(i) Vn e N, P(n),P(n+1),...,Pn+r—1)=Pn+r).
7 éléments

Alors, quel que soit n € N, P(n) est vraie.

Exercice

Soit (Uy,) telle que : Uy = 1,U; =1 et pour tout n > 0, Up9 = 2U, 41 —
U,,. Montrer que pour tout n € N, U,, = n.
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Généralités Principes de récurrence

= la récurrence forte :

Proposition
Soit P(n) une assertion dépendant de n € N. On suppose :
(i) P(0) vraie;
(i) Vn € N, P(0),P(1),...,P(n) = P(n+1).
Alors, quel que soit n € N, P(n) est vraie.

Exercice

Soit (uy,) telle que : up =1 et :

n
n
VneN, u,i1 = Z (k>ukun_k.

k=0

Montrer que pour tout n € N, u,, = nl.
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Nombres entiers et arithmétique

Plan

© Généralités

© Nombres entiers et arithmétique
@ La relation de divisibilité
@ Division euclidienne dans N
@ Les nombres premiers
@ PGCD et PPCM de deux nombres entiers
@ Algorithme d'Euclide et calcul du pged de deux entiers naturels

© Nombres décimaux, rationnels et réels

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Nombres entiers, rationnels et réels 14 / 37



Nombres entiers et arithmétique La relation de divisibilité

Définition :
e Soient (a; b) € N2. On dit que a divise b, et on note al|b, lorsqu'il existe ¢ € N tel

que b = ac.

e Pour a € N, I'ensemble des diviseurs de a est I'ensemble des entiers naturels b tels
que b|a.

e Pour a € N, I'ensemble des multiples de a est I'ensemble des entiers naturels b tels
que alb.

Proposition (de la relation de divisibilité)
Soient a, b deux entiers.
o Transitivité. Pour ¢ € N, si a|b et bc, alors alc;

e Sidc Netd|a et d|b, alors d|(au + bv), avec (u; v) € N? quelconque ;

. h alb .
o Antisymétrie { bla < a=b

Exercice

= qu - = Y‘a 10 . a: € {0:---:9}. sa décomposition en base 10. AIors
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Nombres entiers et arithmétique Division euclidienne dans N

Théoreme (division euclidienne) d'apres Euclide (-300 avant JC)

Soient (a; b) € N? et b # 0. Il existe un unique couple (g; 7) € N tel que :

a=bg+ravec0<r<b.

e Le nombre ¢ s'appelle le quotient de la division euclidienne;
e Le nombre r s'appelle le reste de la division euclidienne.

Exercice

En cherchant les restes possibles de la division euclidienne de n par 3, mon-
trer que n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3.
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Nombres entiers et arithmétique Les nombres premiers

Définition :

Un nombre p est dit premier si p > 2 et les seuls diviseurs de p dans N*
sont 1 et p.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 20
91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100
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Nombres entiers et arithmétique Les nombres premiers

Proposition

| Tout nombre entier supérieur ou égal a 2 admet au moins un diviseur premier.

Théoreme (décomposition en facteurs premiers)

Soit n € N*. Il existe un unique entier 7, une unique famille de nombres
premiers p; < ps < ... < p, et une unique famille d'entiers naturels non
nuls aq, ..., q, tels que :

T
— X1 (07— (6723
n=p.p. = Hpk .
=il

Exercice
| Montrer que 6 divise n(n + 1)(n + 2).
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entiers et arithmétis Les premiers

Proposition

| Il existe une infinité de nombres premiers.
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Nombres entiers et arithmétique PGCD et PPCM de deux nombres entiers

Définition :
Considérons deux entiers a, b non nuls.

e Le plus grand diviseur commun de a et b existe et est noté pged(a;b).

1 < pged(a; b) < min(a; b);

e Le plus petit multiple commun de a et b existe et est noté ppcm(a, b).

max(a; b) < ppcm(a;b) < ab.

Théoreme
N N
Soient a = Hp;” etb= l_Ipf7 avec N € N,Vi € [1; N],a;,8; € N,p; € P.
i=1 i=1
N ) N
e pged(a;b) = ]___[ Pimm(ai;ﬁi); e ppcm(a;b) = H pimax(ai;ﬁi).
i=1 i=1
De plus : | ab = pged(a; b)ppem(a; b).
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Nombres entiers et arithmétique  Algorithme d’Euclide et calcul du pgcd de deux entiers naturels

Proposition

Soient a € N, b € N* et r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors
pged(a, b) = pged(b, r).

%)‘;conséquence :

On en déduit I’ Algorithme d’Euclide : On suppose que a > b. Alors on effectue
la division euclidienne de a par b. Tant que le reste n’est pas nul, on remplace
a par b et b par le précédent reste. Lorsque le reste devient nul, le pgcd est
égal a la valeur du reste obtenu a I'issue de la division euclidienne précédente.
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Nombres décimaux, rationnels et réels

Plan

© Généralités
© Nombres entiers et arithmétique

e Nombres décimaux, rationnels et réels
@ Entiers relatifs et nombres rationnels
@ Nombres décimaux
@ Partie entiére et valeurs approchées décimales de nombres réels
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Nombres décimaux, rationnels et réels  Entiers relatifs et nombres rationnels

= nombres entiers relatifs :

Onnote Z={...; —2; —1; 0; 1;...} I'ensemble des entiers relatifs. Nous constatons
immédiatement les deux choses suivantes :

Q Sixz €Z, alors —x € Z (I'opposé d'un entier relatif est un entier relatif).

QSixGZ*,EEZ&Nv::I:L
T
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Nombres décimaux, rationnels et réels  Entiers relatifs et nombres rationnels

= nombres rationnels :

Définition :
@ On appelle nombre rationnel tout nombre r tel que : r = 5, avec
(p; q) € Z x N*. On note Q I'ensemble des nombres rationnels;

@ Un nombre qui n'est pas rationnel est dit irrationnel. On note R — Q
I'ensemble des nombres irrationnels.

REMARQUES :

(1) L'écriture r = 2, avec (p; q) € Z x N* n’est pas unique : § = 3. On obtient
en revanche l'unicité en imposant p et g premiers entre eux.

(2) Z C Q. En effet, siz € Z, alors : « = % avec v € Z et 1 € N*.

Proposition

| V/2 est un nombre irrationnel.
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Nombres décimaux, rationnels et réels  Entiers relatifs et nombres rationnels

Proposition
Q (Q,+) est un groupe, c'est a dire :

) La somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel;
) L'opposé d'un nombre rationnel est rationnel.

(a
(b
@ (Q*, x) est un groupe, c'est a dire :
(a
(b

) Le produit de deux nombres rationnels est un nombre rationnel ;
) Siz € QF, alors i € Q.

La somme de deux nombres irrationnels n'est pas forcément un nombre
irrationnel (exemple : /2 — /2 = 0 € Q). De méme, le produit de
@ deux nombres irrationnels n'est pas forcément un nombre irrationnel

(exemple : V2x2=2¢ Q).

Exercice

On considere z € Q. Montrer que z +v2 € R — Q.
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Nombres décimaux, rationnels et réels ~ Nombres décimaux

Définition :
Un nombre x est un nombre décimal s'il existe n € N tel que 10"z € Z.
L'ensemble des nombres décimaux est noté ID.

Proposition
@ La somme de deux nombres décimaux est un nombre décimal.

@ Le produit de deux nombres décimaux est un nombre décimal.
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Nombres décimaux, rationnels et réels Partie entiere et valeurs approchées décimales de nombres réels

=> partie entiére d'un nombre réel :

Définition :
Soit & un nombre réel. On appelle partie entiére de x, et on note |z | le plus
grand entier relatif inférieur ou égal a = : |z| = max{n € Z/n < z}.

REMARQUE : Si k € Z, |k] = k.
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Nombres décimaux, rationnels et réels Partie entiere et valeurs approchées décimales de nombres réels

=> partie entiére d'un nombre réel :

Proposition (propriétés de la partie entiére)
Soient x,y deux nombres réels. Alors :
Q |z]<z<|z|]+1;
Q@ z<y=|z] <[yl
Q@ VneZ |xz+n|=|z]+n.

REMARQUE : Le 2 de la proposition précédente traduit le fait que la fonction

partie entiére est croissante.

o |z +y] # [z] + [y] en toute généralité. (pour z =y = 1,
lz] + |yl =0et |z+y]| =1.)
@ e Pour n € Z, |nxz| # n|x| en toute généralité. (pour n > 2 et
z=12% nlz]=0et |nz] =1)
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Nombres décimaux, rationnels et réels Partie entiere et valeurs approchées décimales de nombres réels

=> valeurs approchées d'un nombre réel :

Définition :
Soient z un réel, n un entier naturel et a € .
e On dit que a est une valeur approchée de x a la précision 10" lorsque
|z —al <107
e Side plus a < x, on dit que a est une valeur approchée par défaut.
Dans le cas contraire, on dit que a est une valeur approchée par exces.

Proposition

Soit € R. Pour tout entier naturel n, on note :

 l10a) , lonz) 41
S T S T

Alors a,, (respectivement, a!) est une valeur approchée de x par défaut

(respectivement, par exces) a la précision 107",
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