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Définition et opérations algébriques Définition et propriétés algébriques

= définitions :

Définition :
1. On appelle nombre complexe tout nombre de la forme z = a + ib avec
a€R, beRetitel quei? = —1 (c'est a dire i solution de I'équation
z? = —1). On note C I'ensemble des nombres complexes;

2. Siz=a+1ib e C, on appelle :
a la partie réelle de z, notée Re(z)
b la partie imaginaire de z, notée Zm(z)

3. L'écriture z = a + ib est appelée forme algébrique de z;

Deux nombres complexes sont égaux si leurs parties réelles ET
imaginaires sont égales.
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Définition et opérations algébriques Définition et propriétés algébriques

=> opérations algébriques :

On étend naturellement (associativité, distributivité) les opérations algébriques
réelles. Soient 2 = a + ib et 2’ = a’ + ib’ deux nombres complexes, on définit :

(a) lasomme z+ 2" = (a+ad) +i(b+V');

(b) le produit zz' = (a+ ib)(a’ + i)
= aa' + aib! + iba’ + (ib) x (ib’)
= ad’ +i(ab + a’'b) — bV

(aa’ — bb") + i(ab’ + a'b);

o 1
(c) l'inverse (pour z # 0) S Tain
SRS
~ (a+ib)(a —ib)
_a—1ib
a2+ 02
a

= —1
a? + b2 a? + b2

On vérifie par ailleurs que la somme et le produit sont encore commutatifs :

242 =24+ zet 2z =2z
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Définition :

Définition et opérations algébriques

Conjugué d'un nombre complexe

Pour z = a + ib € C, on appelle conjugué de z, et on note Z, le nombre
complexe : Z = a — ib.

Proposition (propriétés de la conjugaison)

()
z+7Z =2Re(z)
z—Z = 2iIm(2)

Soit z et z’ deux nombres complexes. Alors :

w
_|_
N\

~

I Nll\zll =
N

!

o 1l

N\

+ 2

N
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Définition et opérations algébriques

=> définition et premiéres propriétés :

Définition :

Va? + b2

Module d’un nombre complexe

Pour z = a + ib, on appelle module de z le nombre réel positif :

Proposition (propriétés du module)

'

Soit z et 2z’ deux nombres complexes. Alors :
e |z|=0&2=0 ,
17| = || |22 = ||z
2z = |2|? iv_r
z| e
z| _ |2
21 ||

* [Re(2) < |2
Tm(2)| < |2|
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.~ Definionctopénationsalgebriques  Module dum nombre complexe
| Calculer le module de (1 + 24)°. '
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Définition et opérations algébriques Module d’un nombre complexe

=> inégalité triangulaire :

Proposition
Soient z et 2z’ deux nombres complexes. Alors
Q [z + 72| <z + 2]
Q [lz| - ||| < |z — 2.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Nombres complexes 11 / 52



Définition et opérations algébriques Géométrie et nombres complexes

Définition :
e A tout nombre complexe : z = a + b, on associe le point du plan M de

coordonnées (a; b) dans le repére usuel. On dit que M est I'image de z
et on note ce point M(z).

e A tout point du plan M de coordonnées (a; b) on associe le nombre
complexe z = a + ib. On dit que z est I'affixe du point M.

e A tout vecteur @ du plan de coordonnées (a; b), on associe le nombre
complexe z = a + ib. On dit que z est |'affixe de .

L'ensemble C s'identifie alors au plan muni du repére orthonormal direct

= =
(O, i, j), appelé alors plan complexe.

Proposition

Soient 7, o deux vecteurs du plan d'affixes respectives u, v. Pour tous réels
A e R, u R le vecteur AU+ u? a pour affixe Au + po.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Nombres complexes 13 / 52



Définition et opérations algébriques Géométrie et nombres complexes

Exercice

| Résoudre géométriquement I'équation |z — 1| = |z + il
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Définition et opérations algébriques Géométrie et nombres complexes

Proposition
e Le cercle de centre A(z4) et de rayon r > 0 est :

{M(z) € C/|z — za| =r}.

e Le disque ouvert de centre A(z4) et de rayon r > 0 est :

{M(z) € C/|z — za| < T};

o Le disque fermé de centre A(z4) et de rayon r > 0 est :

{M(z) € C/|z — za| < r}.

Exercice

Résoudre géométriquement { |2
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Forme trij étrique et ielle pl

Plan

@ Définition et opérations algébriques

© Forme trigonométrique et exponentielle complexe

La notation e*

Forme trigonométrique et argument d’'un nombre complexe
Formules d'Euler et de De Moivre

Exponentielle d'un nombre complexe

Application des nombres complexes a la géométrie du plan, partie 2.

© Résolution d'équations complexes

@ Utilisation des nombres complexes en trigonométrie
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Forme tri; étrique et ielle pl La notation eie

=> définitions et premiéres propriétés :

Définition :

| Pour @ € R, on note ¢*’ le nombre complexe €’ = cos(6) + isin(6).

Proposition

) o o
| Pour 6 et ' deux nombres réels, nous avons : ei(0+0") = ¢if¢it"

conséquences :
Pour # e R et 0’ € R,
g =1l .
° (619) — 6—19;
10 _ ,
_ ,i(6-0").
AT ’

e Vn € Z, (ew)n = @
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Forme tri, étrique et ielle | Forme tri; étrique et argument d'un nombre complexe

Proposition

@ Tout nombre complexe z # 0 peut s'écrire sous la forme
z =r(cos(f) +isin(h)) = re?, avecr > 0 et § € R;

@ De plus, une telle écriture est unique a 27 pres, c'est a dire, pour
ry1 >0, 79 > 0, 0; et 05 deux réels, nous avons :

_ 01 _ 0o L =T2
z=r1e’t =re’? &
1 2 {91202[27{']
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Forme tri, étrique et ielle pl Forme tri; étrique et argument d'un nombre complexe

Définition :
@ Pour z # 0, I'écriture 2z = r(cos(f) + isin(9)) = re®®avec r > 0 et
0 € R est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z;

@ Le réel 0 de I'écriture ci-dessus est appelé argument de z.

@ | On dit UN argument, et non pas L’ argument. J

|
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Forme tri, étrique et iell pl Forme tri; étrique et argument d'un nombre complexe

Proposition (propriétés de I'argument)
Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls. Alors :
Q arg(zz') = arg(2) + arg(2') [27);
@ arg(x1) = — arg(2) 21
© arg(z) = - arg( ) forl;
Q arg (%) = arg(z) — arg(2') [27].

z!
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Forme tri, étrique et

= les formules d'Euler :

Proposition

Formules d’Euler et de De Moivre

Pour 6 € R, nous avons :

0 —1i0
cos(0) = i ol B
2
67,9 _ 6—29
n(0) —
sin(0) =
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Forme tri, étrique et ielle pl Formules d’Euler et de De Moivre

= la formule de De Moivre :

Proposition

"N . s
Pour 6 € R et n € Z, nous avons : (¢'?)" = ™", ce qui s'écrit encore :

(cos(0) + isin(f))" = cos(nd) + isin(nd).
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Forme tri, étrique et

pl Exponentielle d’un nombre complexe

Définition :

Si z = a + ib est la forme algébrique de z, on note e* = e® X e ol e
represente |'exponentielle réelle.

Proposition (propriétés algébriques)
Pour z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
0 ez-i—z' — ezez';

Q@ ()=
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Forme tri, étrique et

Exponentielle d’un nombre complexe

Proposition
Soient (z,2') € C.

exp(2)

=exp(?) & Ik €2/ = 2 + 2rki

Exercice

I Résoudre |'équation e?

= 2i, puis ez =1+ 2\/§
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Forme tri; étrique et exp ielle pl Application des nombres complexes a la géométrie du plan, partie 2.

=> Caractérisations de |'alignement et de I'orthogonalité :

Proposition

Soient A(z4); B(2p); C(z¢) et D(zp) quatre points tels que zp # z4 et
zc # zp. Alors, un argument du nombre complexe ﬁ est une mesure

en radians de I'angle orienté (E,@)

conséquences :

(1) Trois points distincts A, B, C' sont alignés si et seulement si

(AB; AC) = O[] « arg(22=24) = Ofr] & Z2=24 € R.
ZB—ZA ZB—ZA
(2) Prenons A, B, C, D distincts. Les droites (AB) et (CD) sont
orthogonales si et seulement si

ZD—ZC _ ZD—2C . . .
arg(22=22) = Z[r| < Z2=2¢ est imaginaire pur.

Exercice

A quelle condition sur z € C les points A(1), M(z) et N(22) forment-ils un

trianole rectancle en A ?
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Forme tri; étrique et exp ielle pl Application des nombres complexes a la géométrie du plan, partie 2.

=> Expressions complexes de transformations planes usuelles :

Définition :
Si O est I'origine du repeére, on appelle :
@ translation de vecteur W, et on note , |"application qui a tout point
M du plan associe le point : t(M) = M + . ;
@ rotation de centre O et d'angle 6, et on note r, |'application qui a tout
10| = [|OM]|

(OM, Or(M)) =6 [2r]

© homothétie de centre O et de rapport A € R*, et on note A,
I"application qui a tout point M du plan associe le point A(M) tel
pp q p p P (M)
que Oh(M) =AOM.

point M associe le point r(M) tel que : {
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Forme tri; étrique et ielle pl Application des nombres complexes a la géométrie du plan, partie 2.

=> Expressions complexes de transformations planes usuelles :

Proposition (expression en affixes complexes)

Q Soit # la translation de vecteur . Si on note z I'affixe de M et 2’
I'affixe de t(M) , alors : 2’ = z + b ol b € C est I'affixe complexe de

.

@ Soit 7 la rotation de centre O et d’angle . Si on note z I'affixe de M
et 2’ I'affixe de 7(M) , alors : 2/ = €02,
© Soient A € R* et h I'hnomothétie de centre O et de rapport A. Si on

note z I'affixe de M et 2’ I'affixe de h(M) , alors : 2/ = Az.

Exercice

Identifier les transformations du plan d’écritures complexes suivantes :

(a) f(z) =2+i—4% (b) f(2) = —iz; (c) f(2) = =52
(A)f(2) = —jz,j = e¥7/2.
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Résolution d’équations complexes

Plan

@ Définition et opérations algébriques
e Forme trigonométrique et exponentielle complexe

© Résolution d'équations complexes
@ Racine carrée d'un nombre complexe
@ Trindbme du second degré a coefficients complexes
@ Racines n-émes de |'unité
@ Racine nieme d'un nombre complexe quelconque

@ Utilisation des nombres complexes en trigonométrie
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Résolution d’équations complexes Racine carrée d’un nombre complexe

Définition :
On appelle racine carrée du nombre complexe Z tout nombre z € C tel que
2
z-=Z.
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Résolution d’équations complexes Racine carrée d’un nombre complexe

Il est possible d’expliciter les racines carrées de n'importe quel nombre complexe en procédant

de la fagon suivante :
Si I'on pose Z = a+1b, nous cherchons donc tous les z = = + iy tels que 22 = Z. La résolution

se fait alors en trois étapes :
e On identifie les formes algébriques : 22 = (22 — y2) + 2ixy. Ainsi :

pozel T Ve

2zy = b '
o 22 =7 = |22| =|Z|, ce qui donne la relation supplémentaire
z2 +y? = Va2 +b2;

2

2t =7
o 22:Z <:>{|Z2:|Z|

22 —y?=a

o m2er2: /a2+b2

2zy = b

o V@TF+a

2
& 5 Va2 +b2—a

Exercice

Résoudre I'équation 2% = 3 — 4s.
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Résolution d’équations complexes  Trindme du second degré a coefficients complexes

= Résolution :

Proposition
On note A = b2 — 4ac € C le discriminant du trindéme T = az2 + bz + c.
Alors

1. Si A =0, I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet une unique solution
b

20 = T34
2. Si A #0, I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions distinctes :
—b+w —-b—w . 3
21 = —— et 20 = ———, ol w est une racine carrée de A.
2a 2a

Exercice

Résoudre les équations suivantes : 224+4324i=0, 22—22+1—2i =0.

V.

Lorsque les coefficients du trinbme sont complexes, alors les solutions
@ complexes ne sont pas forcément conjuguées !
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Résolution d’équations complexes  Trindme du second degré a coefficients complexes

= relations entre coefficients et solutions :

Proposition

@ Si z; et z; sont les solutions de |'équation (non necessairement

. @
distinctes) az? +bz+c=0, alors | z; + 29 = — et 2120 = —
a a

@ Réciproquement, si I'on connait la somme S et le produit P de deux
nombres complexes z; et zo, alors z; et z5 sont solutions de

I'équation : ‘22 —Sz+P=0.

Exercice

z1+22=1

Résoudre le systeme 1
21722 = 5
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Résolution d’équations complexes Racines n-émes de I'unité

Définition :
Pour n € N*, on appelle racine n-eme de |'unité toute solution de I'équation
z™ = 1. On note U,, I'ensemble des racines n-emes de |'unité.

Proposition
2im/n

| siw=e , alors U,, = {1; w; w?; w3;...;w" 1},
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Résolution d’équations complexes Racines n-émes de I'unité

Proposition (somme des racines n-emes de |'unité)
Pour n > 2, la somme des racines n-emes de |'unité est nulle, c'est a dire :
l+w+w?+... w1 =0;

avec w = e/,
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Résolution d’équations complexes Racine nigme d’un nombre complexe quelconque

Définition :
Soit n € N* et z € C. On appelle racine n-ieme de z tout nombre w € C
tel que W™ = 2.

Proposition

Soit n € N*. Tout nombre complexe non nul admet n racines n-iemes
distinctes. Plus précidément, si w est tel que w” = Z, avec Z = ret?
(Z #0), alors :

W = Z & w = rt/me0+m/n avec k€ [0; n —1].

Exercice
| Résoudre: (a) 2> =8; (b) z®=1+i.
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Utilisation des nombres complexes en trigonométrie

Plan

o Définition et opérations algébriques
9 Forme trigonométrique et exponentielle complexe
© Résolution d'équations complexes

@ Utilisation des nombres complexes en trigonométrie
o Linéarisation
@ Délinéarisation
@ Factorisation de a cos(x) + bsin(z).
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Utilisation des nombres complexes en trigonométrie Linéarisation

Principe : Se débarrasser des facteurs dans une expression trigonométrique. On
utilise pour ceci les formules d'Euler.

Exercice

| Linéariser sin®(x).
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Utilisation des nombres complexes en trigonométrie Délinéarisation

Principe : Exprimer cos(px) et sin(pz) par des puissances de cos(z) et sin(z).
On utilise ici la formule de De Moivre.

Exercice

| Délinéariser cos(3z).
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Utilisation des nombres ! en tri étrie  Factorisation de a cos(x) + bsin(x).

On suppose a et b non nuls simultanément.

Proposition
| Wexister > O et 6 € R tels que : Vz € R, acos(z)+bsin(z) = r cos(z—0).

4

Exercice
| Résoudre I'équation v/3 cos(x) + sin(z) = 1.
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