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On note K = R ou C.
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Généralités Ensemble des matrices

Définition :
Soient n et p deux entiers strictement positifs.

1 On appelle matrice de taille np et à coefficients dans K tout tableau à n lignes et

p colonnes. On note : A =


a11 a12 . . . a1p
a21 a22 . . . a2p

...
...

...
...

an1 an2 . . . anp

, avec aij ∈ K ;

2 On dit que deux matrices de taille np et à coefficients dans K sont égales lorsque
leurs coefficients sont égaux ;

3 On note :

• Mnp(K) l’ensemble des matrices de taille np et à coefficients dans K,
• 0np l’élement de Mnp(K) dont tous les coefficients sont égaux à 0,

4 Lorsque p = n, on dit que la matrice est carrée, et on écrit plus simplement :

• Mn(K) au lieu de Mnn(K),
• 0n au lieu de 0nn.
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Généralités Addition et multiplication par un scalaire

Définition :

Pour A = (aij)1≤i≤n,
1≤j≤m

, B = (bij)1≤i≤n,
1≤j≤m

, λ ∈ K, on note :

1 A+B la matrice de M(n,p)(K), de coefficients :

∀i ∈ J1;nK,∀j ∈ J1, pK, aij + bij ;

2 λA la matrice de M(n,p)(K), de coefficients :

∀i ∈ J1;nK;∀j ∈ J1; pK, λaij .
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Généralités Addition et multiplication par un scalaire

:::::::
Exemple : Pour A =

 1 2
0 1
−1 0

 et B =

 2 3
−1 2
0 −1

 :

• A+B =

 3 5
−1 3
−1 −1

 ;

• 2A =

 2 4
0 2
−2 0

 ;

• 3A−B =

 1 3
1 1
−3 1

 .
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Généralités Addition et multiplication par un scalaire

Proposition (structure d’espace vectoriel)

1 (Mnp(K),+) est un groupe abélien. Plus précisément :

• Pour tous (A; B) ∈ (Mnp(K))2 , A+B = B +A ;
• L’élément neutre est 0np, c’est à dire : ∀A ∈Mnp(K), 0np +A = A
• Le symétrique de A ∈Mn,p(K) est −A : A+ (−A) = 0np.

2 Pour A et B deux éléments de Mnp(K) et λ, µ deux éléments de K
quelconques :

• λ(A+B) = λA+ λB;
• (λ+ µ)A = λA+ µA.

Exercice

Résoudre dans M32(K) l’équation : 2X +B = 032, avec B =

0 1
2 3
4 5

.
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Généralités Produit de matrices

Définition :

Pour A = (aij)1≤i≤n
1≤j≤r

∈Mnr(K) et B = (bij)1≤i≤r
1≤j≤p

∈Mrp(K), on appelle

produit de A et B, et on note AB = (cij)1≤i≤n
1≤j≤p

∈Mnp(K) la matrice telle

que :

cij =

r∑
k=1

aikbkj .
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Généralités Produit de matrices

Proposition (propriétés du produit matriciel)

Soit A ∈Mnp(K), alors :

1 pour λ ∈ K et B ∈Mpr(K), (λA)B = A(λB) = λAB ;

2 pour B ∈Mnp(K) et C ∈Mpr(K), (A+B)C = AC +BC ;

3 pour B ∈Mpr(K) et C ∈Mpr(K), A(B + C) = AB +AC ;

4 pour B ∈Mpr(K) et C ∈Mrs(K),(AB)C = A(BC) ;

5 0rnA = 0rp et A0pr = 0nr.

Exercice

Soient A =

1 0 −1
2 3 2
1 4 5

, B =

 2 1
−3 5
0 −4

, C =

(
1 0
−1 2

)
et D =

(
1 −3 4
2 2 1

)
.

Calculer tous les produits possibles de deux matrices parmi les matrices précédentes.
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Généralités Produit de matrices

Proposition

Soit A ∈Mn,p(K), B ∈Mp,m alors

AB = (AC1 · · ·ACm)

où C1, · · · , Cm sont les colonnes de B.

AB =

 L1B
...

LnB


où L1, · · · , Lm sont les lignes de A.
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Généralités Transposition de matrices

Définition :

Soit A ∈ Mnp(K). On appelle matrice transposée de A et on note tA (ou
AT ) la matrice appartenant à Mpn(K) définie par :

∀i ∈ J1; pK,∀j ∈ J1 ;nK, a′ij = aji.

REMARQUE : Autrement dit, tA s’obtient à partir de A en échangeant les lignes
et les colonnes.

Proposition (propriétés de la transposition)

1 Pour A ∈Mnp(K), t( tA) = A;

2 Pour A et B deux éléments de Mnp(K) t(A+B) = tA+ tB ;

3 Pour A ∈Mnp(K) et λ ∈ K, t(λA) = λ tA ;

4 Pour A ∈Mnr(K) et B ∈Mrp(K), t(AB) = tB tA.
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Généralités Matrices carrées particulières

é Matrices triangulaires :

Définition :
Soit A = (aij) ∈ Mn(K). On dit que A est :

1 triangulaire supérieure lorsque : aij = 0 pour i > j : A =


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
0 0 . . . ann

 .

Si de plus a11 = a22 = . . . = ann = 0, on dit que A est strictement triangulaire supérieure ;

2 triangulaire inférieure lorsque : aij = 0 pour i < j : A =


a11 0 . . . 0

a21 a22
. . . 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

an an2 . . . ann

.

Si de plus a11 = a22 = . . . = ann = 0, on dit que A est strictement triangulaire inférieure ;

3 diagonale lorsque : aij = 0 pour i 6= j : A =


a11 0 . . . 0

0 a22
. . . 0

.

.

.
. . .

. . .
.
.
.

0 0 . . . ann

.

Si de plus a11 = a22 = . . . = ann, on dit que A est scalaire.
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Généralités Matrices carrées particulières

é Matrices triangulaires :

Proposition (propriétés des matrices triangulaires)

Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures (resp.inférieures).
Alors :

1 A+B est triangulaire supérieure (resp.inférieure) ;

2 Pour λ ∈ K, λA est triangulaire supérieure (resp.inférieure) ;

3 AB est triangulaire supérieure (resp.inférieure).
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Généralités Matrices carrées particulières

é Matrices symétriques et antisymétriques :

Définition :

Soit A = (aij) ∈Mn(K). On dit que A est :

1 symétrique lorsque : tA = A :

A =


a11 a12 . . . a1n

a12 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . ann

.

On note Sn(K) l’ensemble des matrices symétriques.

2 antisymétrique lorsque : tA = −A :

A =


0 a12 . . . a1n

− a12 0 . . . a2n

...
...

. . .
...

− a1n − a2n . . . 0

.

On note An(K) l’ensemble des matrices antisymétriques.
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Généralités Matrices carrées particulières

Proposition

Soient A et B deux matrices symétriques (resp. antisymétriques). Alors :

(a) A+B est symétrique (resp. antisymétrique) ;

(b) Pour λ ∈ K, λA est symétrique (resp. antisymétrique).

�

Le produit de deux matrices symétriques n’est pas forcément symétrique.
De même pour les matrices antisymétriques. Par exemple, pour A =(
1 2
2 1

)
et B =

(
2 1
1 1

)
, nous avons A et B symétriques, mais AB =(

4 3
5 3

)
n’est pas symétrique.
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Généralités Matrices carrées particulières

Exercice

Pour A ∈ Mnp(K), on pose : S = A tA ∈ Mn(K). Montrer que S est
symétrique.
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Structure algébrique des matrices carrées
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Structure algébrique des matrices carrées Le neutre pour le produit matriciel.

Définition :

La matrice identitée noté In ∈ Mn(K) est telle que tous ses coefficients
sont nuls sauf les coefficients diagonaux égaux à 1.

Proposition

∀A ∈Mn(K), AIn = InA = A. On dit que In est l’élément neutre pour la
multiplication dans Mn(K).
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Structure algébrique des matrices carrées Étude du produit

REMARQUE : Si A ∈Mn(K) et B ∈Mn(K), alors : AB ∈Mn(K). On dit que
le produit matriciel est une loi de composition interne pour Mn(K).

Proposition

Dans Mn(K), le produit matriciel est :

• associatif : A(BC) = (AB)C ;

• non commutatif : AB 6= BA en toute généralité.
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Structure algébrique des matrices carrées Puissances d’une matrice carrée

notation : Pour A ∈Mn(K), on note : A0 = In, A1 = A et pour tout
n ≥ 2, An = AA . . . A︸ ︷︷ ︸

n termes

.

REMARQUE : nous avons An+1 = AAn = AnA.

Exercice

Soit A =

(
1 1
0 1

)
. Montrer par récurrence que An =

(
1 n
0 1

)
pour tout

entier naturel n.
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Structure algébrique des matrices carrées Puissances d’une matrice carrée

Proposition (binôme de Newton)

Soient A et B deux éléments de Mn(K) qui com-
mutent, c’est à dire tels que : AB = BA. Alors

(A+B)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
AkBn−k =

n∑
k=0

(
n
k

)
BkAn−k.

�

Il faut absolument vérifier AB = BA. En effet, sinon, pour n = 2,
(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 + AB +BA︸ ︷︷ ︸

6=2AB en toute généralité

+B2.

Exercice

En écrivant A =

(
1 1
0 1

)
= I2 +

(
0 1
0 0

)
et en utilisant la formule du

binôme de Newton, calculer An pour tout n ∈ N.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Calcul matriciel 29 / 42



Structure algébrique des matrices carrées Matrices inversibles

Définition :

Soit A ∈Mn(K). On dit que A est inversible lorsque A admet un symétrique
pour le produit matriciel, c’est à dire lorsqu’il existe B ∈ Mn(K) tel que :
AB = BA = In.

notations : On note
•A−1 le symétrique de A lorsqu’il existe. On dit aussi que A−1 est l’inverse de A.
•GLn(K) l’ensemble des matrices inversibles.

Exercice

Étudier l’inversibilité des matrices suivantes : A =

(
1 1
1 1

)
et B =

(
1 1
0 1

)
.
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Structure algébrique des matrices carrées Matrices inversibles

Proposition (propriétés algébriques des matrices inversibles)

1 GLn(K) muni du produit matriciel est un groupe. Plus précisement :

1 Si A est inversible, alors A−1 est inversible et l’inverse de A−1 est A :
(A−1)−1 = A ;

2 Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et son inverse est
B−1A−1 : (AB)−1 = B−1A−1.

2 Si A est inversible, alors tA est inversible et ( tA)−1 = t(A−1).
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Produit matriciel et système linéaire

Soient :

• (S)


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1pxp = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2pxp = b2
...

...
an1x1 + an2x2 + . . .+ anpxp = bn

un système linéaire de n équations, à p

inconnues et à coefficients dans K ;

• A =


a11 a12 . . . a1p
a21 a22 . . . a2p

...
...

...
...

an1 an2 . . . anp

 ∈Mnp(K) sa matrice augmentée ;

• X =


x1
x2
...
xp

 ∈Mp1(K) le vecteur (ou matrice colonne) inconnu(e).

Alors le produit AX ∈Mn1(K) et :

AX = B, avec B =


b1
b2
...
bn

.
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Matrices élémentaires et opérations élémentaires

Définition :
Soient n ∈ N∗, (i, j) ∈ J1; nK2, i 6= j , λ ∈ K∗. Une matrice élémentaire est :

1 une matrice de dilatation Di(λ) = diag(1, · · · , 1, λ, 1, · · · , 1) ∈Mn(K) :

Di(λ) =
n∑

k=1,k 6=i
Ekk + λEii.

2 une matrice de transvection Tij(λ) ∈Mn(K) :

Tij(λ) = In + λEij .

3 une matrice de transposition Pij ∈Mn(K) :

Pij =
n∑

k=1,k 6=i,k 6=j
Ekk + Eij + Eji.
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Matrices élémentaires et opérations élémentaires

Proposition
Soient A ∈ Mnp(K) ; λ ∈ K∗ et (i; j) ∈ J1; nK, (i 6= j). Effectuer l’ opération
élémentaire suivante sur les lignes de la matrice (ou du système) :

• Li ← λLi est équivalent à multiplier A à gauche par Di(λ).

A ∼
Li←αLi

B ⇔ Di(λ)A = B.

• Li ↔ Lj revient à multiplier A à gauche par Pij

A ∼
Li↔Lj

B ⇔ PijA = B.

• Li ← Li + λLj revient à multiplier la matrice A à gauche par Tij(λ).

A ∼
Li←Li+λLj

B ⇔ Tij(λ)A = B.
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Interprétation matricielle du pivot de Gauss-Jordan

Proposition

Les matrices élémentaires sont inversibles et ∀(i; j) ∈ J1; nK2(i 6= j) :

1 Di(λ)
−1 = Di(

1
λ );

2 Tij(λ)
−1 = Tij(−λ);

3 P−1
ij = Pij .

Proposition

Soit A ∈Mnp(K). Il existe une unique matrice échelonnée réduite en lignes
R ∈Mnp(K) et E ∈ GLn(K) (E est un produit de matrices élémentaires)
telles que A = ER.
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Application à l’étude de l’inversibilité

Proposition

Soit A ∈Mn(K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible ;

(ii) A est équivalente par lignes à In ;

(iii) L’équation AX = 0 d’inconnue X ∈Mn1(K) n’admet que la
solution nulle ;

(iv) Pour tout B de Mn1(K), le système AX = B admet une unique
solution ;

(v) Pour tout B de Mn1(K), le système AX = B admet au moins une
solution.

Exercice

Montrer que A =

1 1 1
0 2 1
0 0 3

 est inversible et calculer A−1.
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