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Généralités  Ensemble des matrices

Définition
Soient n et p deux entiers strictement positifs.

© On appelle matrice de taille np et a coefficients dans K tout tableau 3 n lignes et

ail a2 aip
a1 a2 . azp

p colonnes. On note : A = . . . . |, avec a;; € K;
anl Qan2 ... Qnp

@ On dit que deux matrices de taille np et a coefficients dans K sont égales lorsque
leurs coefficients sont égaux ;

© On note :

e M,,,(K) I'ensemble des matrices de taille np et a coefficients dans K,
o 0,y I'élement de M,,,,(K) dont tous les coefficients sont égaux a 0,

@ Lorsque p = n, on dit que la matrice est carrée, et on écrit plus simplement :

o M, (K) au lieu de My, (K),

e 0, au lieu de 0,,,.
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Généralités  Addition et multiplication par un scalaire

Définition :
Pour A = (aij)lgign,yB = (bij)lgign,y/\ € K, on note :
1<j<m 1<j<m
Q@ A+ B la matrice de M, ,)(K), de coefficients :
Vie [1;n],V5 € [1,p], ai+ bij;
Q@ )\A la matrice de M, ,)(K), de coefficients :

Vi€ [L;n];Vj € [1;p],  Aaij.
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Généralités  Addition et multiplication par un scalaire

1 2 2 3
Exemple :Pour A= 0 1|etB=|-1 2
-1 0 0 -1
3 5
e A+ B=|-1 3 |;
-1 -1
2 4
e 2A= 10 2]|;
-2 0
1 3
e 3A— B = 1 1
-3 1
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Généralités  Addition et multiplication par un scalaire

Proposition (structure d'espace vectoriel )

Q@ (M,,,(K),+) est un groupe abélien. Plus précisément :
e Pour tous (4; B) € (Mnp(K))*>, A+ B=DB+A;
o L'élément neutre est Oy, C'est a dire : VA € M, (K), Onp + A=A
o Le symétrique de A € M, p(K) est —A : A+ (—A) = Opp.
@ Pour A et B deux éléments de M,,,(K) et A, 1 deux éléments de K
quelconques :
e M(A+ B)=XA+)\B;
o (A +p)A=rA+pA.

Exercice

Résoudre dans M32(K) I'équation : 2X + B = 032, avec B =

=N O
Tt W =
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Généralités  Produit de matrices

Définition :
Pour A = (a;j)1<i<n € Mp,(K) et B = (b;j)1<i<r € M;p(K), on appelle
1<5<r 1<5<p
produit de A et B, et on note AB = (¢;5)1<i<n € Myp(K) la matrice telle
que - 1<j<p
Cij = Zaikbkj-
k=1
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Généralités  Produit de matrices

Proposition (propriétés du produit matriciel)

Soit A € M,,,,(K), alors :
@ pour A e Ket B e M, (K), (AMA)B = A(AB) = AAB;
@ pour B € My, (K) et C € M, (K), (A+ B)C = AC + BC;
@ pour B € M, (K) et C € M, (K), A(B+C)=AB+ AC,;
Q pour B € M, (K) et C € M,,(K),(AB)C = A(BC);
© 0,4 =0,, et A0y, = 0y

Exercice

1 0 -1 2 1

Solent A=[2 3 2 |, B=|-3 5 ,C:(_ll g)etDz(; ’23 ‘11)
1 4 5 0 —4

Calculer tous les produits possibles de deux matrices parmi les matrices précédentes.
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Généralités  Produit de matrices

Proposition
Soit A € M,, ,(K), B € M, ,,, alors

AB = (ACy--- ACy)
ou C4,---,C,, sont les colonnes de B.

LB
AB=|
L.B

ou Ly,---, Ly, sont les lignes de A.
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Généralités  Transposition de matrices

Définition :
Soit A € M,,,(K). On appelle matrice transposée de A et on note ‘A (ou
AT) la matrice appartenant 3 M,,,(K) définie par :

Vie[1; pl,Vi€l;n], ai; = aj.

REMARQUE : Autrement dit, 'A s'obtient 3 partir de A en échangeant les lignes
et les colonnes.

Proposition (propriétés de la transposition)
@ Pour A € M,,,(K), *(*A) = 4;
@ Pour A et B deux éléments de M,,,,(K) ‘(A+ B)= 'A+ 'B;
Q Pour A e M,,,(K) et A €K, “(AA) =\ 'A4;
Q Pour A € M, (K) et B € M,,(K), ‘(AB) = B 'A.
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Généralités Matrices carrées particulieres

=> Matrices triangulaires :

Définition

Soit A = (ai;) € My (K). On dit que A est :
ailr a2 ... Gin
0 a2 azn
@ triangulaire supérieure lorsque : a;; = 0 pour i > j : A =
0 0 ... Qmn
Side plus a1; = ass = ... = ann = 0, on dit que A est strictement triangulaire supérieure ;
ail 0 e 0
. o o .0
@ triangulaire inférieure lorsque : a;; = 0 pour i < j : A = G @
Qn an2 cee Ann
Si de plus a11 = a22 = ... = ann = 0, on dit que A est strictement triangulaire inférieure ;
ail 0 500 0
. L, 0 o0
© diagonale lorsque : a;; = 0 pour i # j : A = @z
0 0 coo @
Si de plus a11 = a23 = ... = ann, on dit que A est scalaire.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Calcul matriciel 17 / 42



Généralités Matrices carrées particulieres

=> Matrices triangulaires :

Proposition (propriétés des matrices triangulaires)

Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures (resp.inférieures).
Alors :
© A+ B est triangulaire supérieure (resp.inférieure);

@ Pour A € K, M\A est triangulaire supérieure (resp.inférieure) ;

@ AB est triangulaire supérieure (resp.inférieure).
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Généralités Matrices carrées particulieres

> Matrices symétriques et antisymétriques :

Définition :
Soit A = (a;;) € M, (K). On dit que A est :
@ symétrique lorsque : A=A :

a1 a12 ... Q1n

a2 ago coo aon,
A =

a1p A2n ... QAapn

On note S,,(K) I'ensemble des matrices symétriques.
@ antisymétrique lorsque : A= —A:

0 a2

A1n
— a2 0 ... Q2p
A =
— Q1np —aszn ... 0

On note A,,(K) I'ensemble des matrices antisymétriques.
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Généralités Matrices carrées particulieres

Proposition
Soient A et B deux matrices symétriques (resp. antisymétriques). Alors :
(a) A+ B est symétrique (resp. antisymétrique) ;
(b) Pour A € K, AA est symétrique (resp. antisymétrique).

Le produit de deux matrices symétriques n'est pas forcément symétrique.
De méme pour les matrices antisymétriques. Par exemple, pour A =

@ (; ?) et B = <? }) nous avons A et B symétriques, mais AB =

£ 9 n'est pas symétrique
5 3 pas sy que.
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Généralités Matrices carrées particulieres

Exercice

Pour A € M,,,(K), on pose : S = A 'A € M,(K). Montrer que S est
symétrique.
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Structure algébrique des matrices carrées

Plan

@ Généralités

© Structure algébrique des matrices carrées
@ Le neutre pour le produit matriciel.

Etude du produit

Puissances d’'une matrice carrée

Matrices inversibles

© Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles
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Structure algébrique des matrices carrées Le neutre pour le produit matriciel.

Définition :
La matrice identitée noté I, € M, (K) est telle que tous ses coefficients
sont nuls sauf les coefficients diagonaux égaux a 1.

Proposition

VA € M, (K), AL, = I, A= A. On dit que I, est I'élément neutre pour la
multiplication dans M, (K).

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Calcul matriciel 24 /42



Structure algébrique des matrices carrées Etude du produit

REMARQUE : Si A € M,,(K) et B € M, (K), alors : AB € M,,(K). On dit que
le produit matriciel est une loi de composition interne pour M., (K).

Proposition
Dans M,,(K), le produit matriciel est :
e associatif : A(BC) = (AB)C;

e non commutatif : AB # BA en toute généralité.
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Structure algébrique des matrices carrées Puissances d'une matrice carrée

notation : Pour A € M,,(K), on note : A’ =1I,,, A' = A et pour tout
n>2 A= AA... A
—_—

n termes

REMARQUE : nous avons A"l = AA™ = A" A.

Exercice

Soit A = ((1) }) Montrer par récurrence que A" = <(1) 7;) pour tout

entier naturel n.
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Structure algébrique des matrices carrées Puissances d'une matrice carrée

Proposition (bindme de Newton)
Soient A et B deux éléments de M, (K) qui com-

mutent, c'est a dire tels que : AB = BA. Alors
n_ n kpn—k _ n k gn—k
(A+ B) —k_0<k>AB _I;)<k>BA .

Il faut absolument vérifier AB = BA. En effet, sinon, pour n = 2,
@ (A+B)?=(A+B)(A+B)= A%+ AB + BA + B2
——

#2AB en toute généralité

Exercice

. 11\ 0 1 .
En écrivant A = (0 1) = I + (0 0) et en utilisant la formule du

binéme de Newton, calculer A™ pour tout n € N.
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Structure algébrique des matrices carrées Matrices inversibles

Définition :
Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible lorsque A admet un symétrique

pour le produit matriciel, c'est a dire lorsqu'il existe B € M,,(K) tel que :
AB = BA =1,.

notations : On note
eA~! le symétrique de A lorsqu'il existe. On dit aussi que A~! est I'inverse de A.
oGL, (K) I'ensemble des matrices inversibles.

Exercice

Etudier I'inversibilité des matrices suivantes : A = G 1) et B = ((1) 1)
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Structure algébrique des matrices carrées Matrices inversibles

Proposition (propriétés algébriques des matrices inversibles)

Q@ GL,,(K) muni du produit matriciel est un groupe. Plus précisement :

@ Si A est inversible, alors A1 est inversible et I'inverse de A~ ! est A :
(A7) = 4;

@ Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et son inverse est
B™'A™' . (AB)"' =B7tA™h

Q Si A est inversible, alors ®A est inversible et (A)~1 = (A1),
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles

Plan

@ Généralités
© Structure algébrique des matrices carrées

© Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles
@ Produit matriciel et systeme linéaire
@ Matrices élémentaires et opérations élémentaires
@ Interprétation matricielle du pivot de Gauss-Jordan
@ Application a I'étude de I'inversibilité
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Produit matriciel et systeme linéaire

Soient :

a11z1 +a12z2 + ... + aipp = b1
a2121 + a22x2 + ...+ azpxp = b2
e (S) un systeme linéaire de n équations, a p
Ap1T1 + An2T2 + ... + AnpTp = bn
inconnues et a coefficients dans K ;

a1 a2 ... alp
az1 a2 ... azp
e A= € Mpp(K) sa matrice augmentée;
an1 an?2 ... Qnp
x1
T2
o X =

€ Myp1(K) le vecteur (ou matrice colonne) inconnu(e).
Tp

Alors le produit AX € My1(K) et :

AX = B, avec B =
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Matrices élémentaires et opérations élémentaires

Définition :
Soient n € N*, (4,5) € [1; n]3,4 # j , A € K*. Une matrice élémentaire est :
@ une matrice de dilatation D;(\) = diag(1,--- ,1,A\,1,---,1) € Mp(K) :

D;(A) = Z Egk + AEii.
k=1,k#i

© une matrice de transvection Tj;(\) € My (K) :

T”()\) =1, + )\Eij.
© une matrice de transposition P;; € My (K) :

n

P = E Eik + Eij + Eji.
k=1,k#i,k#j
v
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Matrices élémentaires et opérations élémentaires

Proposition

Soient A € Myp(K); X € K* et (3; j) € [1; n], (¢ # j). Effectuer I' opération
élémentaire suivante sur les lignes de la matrice (ou du systéme) :

e L; < A\L; est équivalent a multiplier A a gauche par D;()).

~ B<& Di(MNA=B.
L;+alL;
e L; <> L; revient a multiplier A a gauche par P;;

A ~ B<=>PijA=B.
L;<Lj;

i Ly

e L; < L;+ ALj revient a multiplier la matrice A & gauche par Tj;(\).

Li<—L,\,-J+>\Lj B & Tij ()\)A = B.
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles Interprétation matricielle du pivot de Gauss-Jordan

Proposition
Les matrices élémentaires sont inversibles et V(i; j) € [1; n]2(i # j) :
Q@ D;(N\)' =Di(3);
Q@ T, (V)" = Ti(—\);
@ r =5

Proposition

Soit A € M,,;,(K). Il existe une unique matrice échelonnée réduite en lignes
R e M,,(K) et E € GL,(K) (E est un produit de matrices élémentaires)
telles que A = ER.
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Interprétation matricielle de Gauss-Jordan et matrices inversibles  Application a I'étude de I'inversibilité

Proposition
Soit A € M,,(K). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible;
(i) A est équivalente par lignes a I, ;
(iii) L'équation AX = 0 d'inconnue X € M,,;(K) n'admet que la
solution nulle;

(iv) Pour tout B de M,,;(K), le systtme AX = B admet une unique
solution ;

(v) Pour tout B de M,,;(K), le systtme AX = B admet au moins une
solution.

Exercice

Montrer que A = est inversible et calculer A71.

O O =
O N =
W = =
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