Mathématiques PTSI

Lycée Déodat de Séverac



A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :
@ Manipuler les notions de base et de repére de |'espace.
@

Utiliser le calcul vectoriel pour caractériser |'orthogonalité, la colinéarité, la
coplanéarité.

®

Manipuler les différentes représentations d'une droite, d'un plan dans
I'espace.

@ Idem avec les spheres et les cercles.
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On note & I'espace usuel et ? I'ensemble des vecteurs de |'espace.
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Repérage dans I'espace

Plan

@ Repérage dans I'espace
o Généralités
@ Les coordonnées cartésiennes
@ Coordonnées cylindriques
@ Les exercices du jour

© Calcul vectoriel dans I'espace
© Plans de I'espace
@ Droites de I'espace

© Les spheres
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Repérage dans I'espace Généralités

=> La notion de vecteurs, ainsi que les opérations associées, sont les mémes que
dans le plan.

Définition 1:
Q)n appelle combinaison linéaire de W, U et W tout vecteur 7 de la forme :
{ =ad + 87 + 'yU, avec «, [ et 7y trois nombres réels.
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Repérage dans I'espace Généralités

=> Vecteurs coplanaires.

Définition 2:
On dit que trois vecteurs 7 o et W sont coplanaires Iorsqu il existe a, 8
et v non nuls simultanément tels que ot + BV + ’yE} = 0
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Repérage dans I'espace Généralités

=> Bases de |'espace.

Définition 3:
On dit que B = (7,7, U) forme une base de £ si tout vecteur s'écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire de 7 T et ﬁ;

SiB= (W, ", W) est une base de & et 7 = QU +BV +~T, on appelle le triplet
— , — e
(a; B; 7v) les composantes de ¢ dans £. On note également : ¢ = | f

gl
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Repérage dans I'espace Généralités

Proposition 1

(caractérisation des bases de |'espace) Trois vecteurs de £ forment une
base de € si et seulement s'ils sont non coplanaires.
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Repérage dans I'espace Généralités

=> Angles de vecteurs :

4

On notera (7, 7) I'angle orienté de deux vecteurs U et U de I'espace.

L'orientation d'un plan dans |'espace dépend du choix d'un vecteur or-
thogonal 7 au plan défini par U et 0.
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Repérage dans I'espace Les coordonnées cartésiennes

Définition 4: Coordonnées cartésiennes
@ Soit O un point de I'espace. On dit que R = (O; U, ¥, W) est un
repere cartésien de &£ lorsque B = (7, o, E?) est une base de &;

@ Si de plus, B est orthogonale, directe, orthonormale, on dira que R
est respectivement orthogonal, direct, orthonormé (ou orthonormal).

Proposition 2définition

Soit R un repére cartésien et M € &. Alors il existe un unique triplet
(o, B,7y) € R3, appelé coordonnées cartésiennes de M dans R, tel que

O—J\>4 = o 4 7 +~%. On note M(a; B; 7).

Proposition 3

Soit R un repere cartésien quelconque de |'espace associé a une base Bet A(za; ya; z4),

B —TA
B(zp; yB; zp) dans R. Alors (dans B), E = |yp—ya |-
ZB — %A
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Repérage dans I'espace Coordonnées cylindriques

Définition 5:

On se place dans (O; i'; j; k) un repére orthormale direct. Un systéme
de coordonnées cylindriques de M est un triplet (r;0;2) de réels tels que
les coordonnées cartésiennes de M soient

(rcos(0); rsin(f); z)
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Repérage dans I'espace Les exercices du jour

Exercice 1
[M1] On note B= (i, j, k) la base orthonormale directe usuelle et w =
1 1 1
0|, 7=|1] @=/[ 1| dansB. Onnote B = (U, 7, u).
0 0 1
© En utilisant la définition, montrer que le vecteur de coordonnées
1
cartésiennes 2 peut s'exprimer comme une combinaison linéaire
3
des vecteurs de B’. Cette famille est-elle une base de I'espace?
@ En utilisant la caractérisation des bases par les 3 vecteurs non
coplanaires, montrer que cette famille est une base de |'espace.
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Calcul vectoriel dans I'espace

Plan

@ Repérage dans I'espace

© Calcul vectoriel dans I'espace
@ Produit scalaire de deux vecteurs
Produit vectoriel de deux vecteurs
Déterminant (ou produit mixte) de trois vecteurs
Les exercices du jour

© Plans de I'espace
@ Droites de I'espace

© Les spheres
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Calcul vectoriel dans I'espace Produit scalaire de deux vecteurs

Définition 6:
© Soient W et U deux vecteurs non nuls. On appelle produit scalaire de

U et 7, noté .7 le nombre réel tel que :
U = ||7\| X ||7|| X 005(7,7).

@ Si l'un des vecteurs est nul, on pose : U =0.

REMARQUE : W.7 =0« U et ¥ sont orthogonaux.
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Calcul vectoriel dans I'espace Produit scalaire de deux vecteurs

Proposition 4

Soient W, 7, W et A € R. Alors :
Q@ U.7 = V.U : le produit scalaire est symétrique ;

5 IR
@: \T. T inéaire a gauche
)W =7 W+ VW lindaire & droi

7= )\77 ineaire a droite

bilinéaire
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Calcul vectoriel dans I'espace Produit scalaire de deux vecteurs

Proposition 5

a a
Soit B = (7,7}, ?) une base orthonormale et W | b |, 7 | ¥
c c
dans B. Alors :
U =ad +bb + cc.
a
REMARQUE : En particulier, si @ = b | dans une base orthonormale, alors

||| = Va2 + b2 + 2.
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Calcul vectoriel dans I'espace Produit vectoriel de deux vecteurs

Définition 7:
Q Soient @ et U deux vecteurs non colinéaires. On appelle produit
vectoriel de 7 et ¥ le vecteur, noté oA 7 de norme :
]| x || V|| % |sin(W, V)|, orthogonal 3 U et ¥, et tel que
, ,7 A 7) est une BASE directe de I’espace.

. .. —
Q Si U et U sont colinéaires, on pose : UANT = 0.

REMARQUEs :

@ Si U et U sont deux vecteurs orthogonaux de norme 1, alors B = (7, EARTEN 7) est
orthonormale directe.

@ Réciproquement, si i, j, k est une base orthonormale directe alors k = i A j.

Proposition 6

Soient U et ¥ deux vecteurs de I'espace. Alors : U et U sont colinéaires si et seulement

siﬁ/\?zﬁ.
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Calcul vectoriel dans I'espace Produit vectoriel de deux vecteurs

Proposition 7
Soient W, 7, W et A € R. Alors :
Q@ UAU = 6>;

UNV+B)=UAT+ULAND
UNAT) =AU AT

© @ NNT=TAT+TAT
AAT =XL AT

bilinéaire

Q UANT =—-U AW :le produit vectoriel est antisymétrique;;

linéaire a gauche

linéaire & droite
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Calcul vectoriel dans I'espace Produit vectoriel de deux vecteurs

Proposition 8

Soit B = (i ,7, une base orthonormale directe et
a a bc’ — b’
A b |, 7| ¥ |dansB. Alors: WAT = | —(acd —ca’)
c @ ab — ba’
25/70
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Calcul vectoriel dans I'espace Produit vectoriel de deux vecteurs

Proposition 9
@ Soit ABC un triangle d'aire notée A. Alors :

A= 4]faBn e

@ Soit ABDC un parallélogramme d'aire notée A. Alors :

A= |[ABAT|.
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Calcul vectoriel dans I'espace  Déterminant (ou produit mixte) de trois vecteurs

Définition 8:
Soient 7, o et W trois vecteurs. On appelle déterminant (ou produit mixte)

de W,V et W, et on note [, ¥, W] le réel : [W, 7, W] = (U A V). W.
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Calcul vectoriel dans I'espace  Déterminant (ou produit mixte) de trois vecteurs

Proposition 10

@ Pour tous réels \ et p nous avons :
[7 Aot —&-uvg,ﬁ? = ,v_1>, ]
U0+ pws] = AW, _1>] +u| ,7,175] trilinéaire
[)‘171)+/“72>,7,E}] = )‘[171>,7, ] [172),7’ ]
Q [U,V, W] =—[V,d, W] Plus généralement, le déterminant change
de signe lorsqu'on échange deux vecteurs (antisymétrie) :

(W, 7, d) = - [d,d, V] =-[&, 7, ]
Q U, W,V =[V,u, ") =",V d] =0 (alterné).
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Calcul vectoriel dans I'espace  Déterminant (ou produit mixte) de trois vecteurs

Proposition 11
Soit B = (i,7,k) une base orthonormale directe et
ay az as
k74 b1 ,7 bo et W[ b3 dans B. Alors :
C1 C2 C3
a; a2 as
by b
(@, 7, W] =| by by by |=ag| * 2 |=bg| T 92 |4ey| U
1 ¢y c1 Cy b1 by
C1 C2 C3
30/70
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Calcul vectoriel dans I'espace  Déterminant (ou produit mixte) de trois vecteurs

Proposition 12

Soit V le volume du parallélépipede défini par les trois vecteurs AB, AC et
zﬁ. Alors :

v =|[AB.7¢, 73|
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Calcul vectoriel dans I'espace  Déterminant (ou produit mixte) de trois vecteurs

Proposition 13

Soient 7, U et W trois vecteurs de I'espace. Alors :
Q 5= (7, v, ﬁ) est une base de I'espace si et seulement si
[, ¥, W] #0;

Q B= (7, 7, ﬁ) est une base directe de I'espace si et seulement si

(@, ", @] > 0.
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Calcul vectoriel dans I'espace Les exercices du jour

Exercice 2

1 2

[M2] Calculer @ AW avec @ | 2 | et & | 0 |, puis déterminer une
0 1

base orthonormale directe a I'aide de ces vecteurs.

Exercice 3
| [M2] En notant A(1; 0; 1) et B(0; 1; 2), calculer I'aire du triangle OAB. J
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Plans de I'espace

Plan

@ Repérage dans I'espace
© Calcul vectoriel dans I'espace

© Plans de I'espace

@ Caractérisations équivalentes d'un plan
Equation cartésienne d'un plan
Systeme d'équations paramétriques
Distance d'un point a un plan
Intersection de deux plans
Les exercices du jour

@ Droites de I'espace

© Les spheres
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Plans de I'espace Caractérisations équivalentes d’un plan

Un plan P est donné :

e soit par la donnée de trois points non alignés A, B et C. Alors P
se note A + Vect(ﬁ; 1@) et est I'ensemble des points M tels

que
[m,ﬁ,ﬁ} =0;

e soit par la donnée d'un point A et de deux vecteurs 7, o non
colinéaires. Alors P se note A + Vect(w; 7') et P est I'ensemble
des points M tels que

[Iﬁ,ﬁ,ﬂ:o;

e soit par la donnée d'un point A et d'un vecteur w orthogonal a
P. Alors, P est I'ensemble des points M tels que AM et 7 sont
orthogonaux c'est a dire tels que :

AM T =0.
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Plans de I'espace Equation cartésienne d'un plan

Proposition 14

Soit (0;7;7;?) un repére cartésien orthonormé.

@ Soit P un plan et M(x; y; z) un point. Si M € P alors il existe des
réels a, b, ¢, d tels que ax + by + cz + d = 0 avec a, b, ¢ non nuls
simultanément. Une telle équation est appelée équation cartésienne;

@ Réciproquement, I'ensemble des points M de £ de coordonnées

(z; y; 2) dans R tels que ax + by + cz + d = 0 avec a, b, ¢ réels non
nuls simultanément est un plan.

REMARQUE :

Si ax 4 by + cz + d = 0 est une équation cartésienne d'un plan P, alors
a

7| b | estun vecteur orthogonal a P.

c
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Plans de I'espace  Systéme d’équations paramétriques

—
Soit P = A + Vect(u; V). Alors M € P si et seulement si AM est coplanaire 3
U et U ce qui équivaut 3 Ft;t' € R; AM =t +t'U . Ainsi, en utilisant les

a a
notations usuelles, et U = b ;7 = v
c c

r = z4-+ta+ta

MecP& 3t cR; Yo +tb+ 'V

z = zg+tct+t'c

<
|
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Plans de I'espace Distance d’un point 3 un plan

Proposition 15
La distance de A a P est égale a

(A, P) = |a:rA~|—byA—|—czA—|—d|.
N

avec ax + by + cz + d = 0 une équation cartésienne de P.
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Proposition 16

a
Q@si| b | A
c
a
Q si b | A
c

Intersection de deux plans

Soient P et P’ deux plans d’équations cartésiennes respectives : az + by +
cz+d=0etaz+by+cz+d =0. Alors :

- N
= 0, P et P’ sont paralléles ou confondus;

— , ,
# 0, P et P’ sont sécants en une droite dont

axr+by+cz+d=0

ne représentation cartésienne est :
u p I I {a’gc—i—b’y—i-c’z—i—d/:()
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Plans de I'espace Les exercices du jour

Exercice 4
[M3] Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par le point
a
2 — =
de coordonnées (1; 1; 1) et de vecteur orthogonal W | & | # 0.
@

Exercice 5

[M3] Déterminer une équation paramétrique du plan d'équation cartésienne :
rz+2y+3z2—1=0.
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Droites de I'espace

Plan

@ Repérage dans I'espace
© Calcul vectoriel dans I'espace
@ Plans de I'espace

© Droites de I'espace
o Caractérisations équivalentes d'une droite
@ Représentations cartésiennes
@ Représentations paramétriques
@ Distance d'un point a un droite
@ Les exercices du jour

© Les spheres
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Droites de I'espace Caractérisations équivalentes d’une droite

Une droite D de I'espace est caractérisée :

e soit par la donnée de deux points distincts A et B. On note alors
D = (AB) = A + Vect(AB) et (AB) est I'ensemble des points

M tels que : N
AM/\;@ = 6>;

e soit par la donnée d'un point A et d'un vecteur directeur  non
nul. Alors D se note A + Vect() est I'ensemble des points M

tels que : N .
AM AT = 0;

e soit par la donnée d'un point A et de deux vecteurs orthogonaux
77 et 5. Alors : D est I'ensemble des points M tels que :

e soit par |'intersection de deux plans non paralléles.
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Droites de I'espace Représentations cartésiennes

Proposition 17

Toute droite admet une représentation, appelée représentation cartésienne,

oz +by+cz+d=0 avec (a,b,c); (a',b',c') € R® —

de la forme : dz+by+cztd =0

{(0,0,0)}

REMARQUEs :
@ Une droite admet une infinité de représentations cartésiennes;

@ Si { axr+by+cz+d=0
adr+by+dz+d =0
droite D, alors :
a a
etn3 | b | sont deux vecteurs orthogonaux D :

/
C

est une représentation cartésienne d'une

Q i

b

c
D= AT . .
= ni A nj est un vecteur directeur de D est un vecteur directeur de D.
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Droites de I'espace Représentations paramétriques

Proposition 18

o
. . —
Une droite D de vecteur directeur @ | 3 # (0 et passant par le
Y

point A(a; b; ¢) admet une représentation paramétrique de la forme :
T =a+ta
y=b+1tps
z=c+Hty
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Droites de I'espace Distance d’un point 3 un droite

Proposition 19
La distance de M a D est :

7 -—

avec D = A + Vect().
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Droites de I'espace Les exercices du jour

Exercice 6
[M3] Déterminer une représentation cartésienne de la droite passant par
1 1
A(1; 1; 1) et orthogonale aux vecteurs o 0 etg | 1
—1 0

Exercice 7
[M3] Déterminer une représentation paramétrique de la droite de
. . - r+z+1=0
représentation cartésienne :
w=z=0
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Droites de I'espace Les exercices du jour

Exercice 8
0\ /1

[M3] Soit P = A(1, 1, 1)+Vect( 1]: o0 ) etVt € R, D, = 0(0,0,0)+
1) \o

t+1

veet(| ¢ |

t
& Quelle est la nature de P? de D;?
& Montrer que Vt € R,D; C P.

Exercice 9

[M2-M3] Calculer la distance de I'origine au plan P d’équation z+y+2 = 1
puis a la droite (AB), avec A(1; 0; 1) et B(0; 1; 0).
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Les sphéres

Plan

@ Repérage dans I'espace

© Calcul vectoriel dans I'espace
© Plans de I'espace

@ Droites de I'espace

© Les spheres
@ Caractérisation
@ Intersection d'un plan et d’une sphére
@ Intersection d'une sphére et d'une droite
@ Les exercices du jour
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Les sphéres Caractérisation

Définition 9:
On appelle sphére S de centre €2 et de rayon R > 0 I'ensemble des points
M de € tels que : QM = R.

Proposition 20

Q La spheére S de centre Q(a; b; ¢) et de rayon R admet une équation,
appelée équation cartésienne, de la forme :
(x—a)?+ (y—b)?+ (2 —c)? = R?%;

@ Réciproquement, si (a; b; ¢) € R3 et d > 0, I'ensemble des points
M(z; y; z) tels que : (x —a)? + (y —b)2 + (2 — ¢)? = d est
I'équation d'une sphere de centre Q(a; b; c) et de rayon /d.
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Les sphéres Caractérisation

Proposition 21

Soient A, B deux points distincts de |'espace et S la sphére de diamétre

[AB]. Alors
MeS e MAMB =o.
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Les sphéres Intersection d'un plan et d’une spheére

Proposition 22
Soient S la sphére de centre 2 et de rayon R et P un plan. Alors :
@ si d(©; P) < R, l'intersection de S et P est un cercle de rayon

r=+/R%—d(Q; P)?; De plus le centre de ce cercle est la projection

orthogonale de Q sur Ie plan.

@ si d(Q; P) =R, C et P se coupent en un seul point My. De plus P
est dit tangent a la sphére en M et (2Mj) et P sont
perpendiculaires ;

@ sid(Q; P) > R, C et P ne se coupent pas.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 65 /70



Les sphéres Intersection d'une sphére et d’une droite

Proposition 23
Soient S une sphére de centre Q) et de rayon R, et D une droite. Alors :
Q sid(Q; D) < R, S et D se coupent en deux points;

@ si d(Q; D) =R, S et D se coupent en un seul point My. De plus D
est tangente a la sphere en M et (2Mp) et D sont perpendiculaires;

Q sid(2; D) > R, S et D ne se coupent pas.
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Les sphéres Les exercices du jour

Exercice 10

[M4] Montrer que I'ensemble des points M (x;y; z) tels que : 2% — 4z +y? +
6y + 22 — 2z — 23 = 0 est une sphere dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 11

[M4] Déterminer I'intersection de la sphere d'équation 22 + y? + 22 = 1
avec la droite (AB), ou A(1; 0; 1) et B(0; 1; 0).
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Les sphéres Les exercices du jour

Exercice 12

[M4] Montrer que [I'ensemble de représentation cartésienne
2242422 =1
r+ty+z=1
rayon.

est un cercle dont on précisera le centre et le

Exercice 13
[M4] Soit la sphére de centre O(0,0,0) et de rayon 1 puis la droite D =
0
A(1,1,1) JrVect( 2 ) Montrer que cette droite est contenue dans deux
1

plans tangents a cette sphéere.
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