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A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :

@ Déterminer un équivalent simple d'une suite ou d'une fonction au voisinage
d'un point;

@ Appliquer les outils d'étude locale (équivalents, développements limites) au
calcul de limites;

@ Appliquer les outils d'étude locale (équivalents, développements limites) a
la recherche de tangentes et de position par rapport a cette derniere ;

@ Appliquer les outils d'étude locale (équivalents, développements limites)
pour obtenir le développement asymptotique d'une fonction (en particulier
les asympotes obliques).
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Fonctions équivalentes Généralités

Définition 1:
On dit que f est équivalente a g au voisinage de a et on note f~g ou
a
J@) ~ g(a)s
@ g ne s'annule pas au voisinage de a sauf peut étre en a
Q lim, £ =1.

Proposition 1(propriétés de la relation d’'équivalence)
Q f(z) ~, f(z); (réflexivité)
Q Si f(z) ~a g(x), alors g(x) ~a f(z); (symétrie)
Q Si f(x) ~q g(z) et g(x) ~q h(x), alors f(x) ~4 h(z). (transitivité)
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Fonctions équivalentes Lien avec la relation de domination/prépondérance

Proposition 2

Q frage f=g+0a(9)
@ Si f~ygetg=o4(h), alors: f=o04(h).
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Fonctions équival Développ limités et équi

Proposition 3
Sif(z) = ap(z—z0)P+apt1(z—x0)P T +....4an(x—z0) " +o((z—20)"),

(p < n), avec a, # 0, alors :

F(&) ~ao ap(z = 0)”
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Fe i équival Equival, usuels

©> Limite non nulle et équivalents :

Proposition 4
I Si li_r>n f(x) =¢ € R avec £ # 0, alors f(z) ~, L.

= Equivalents de fonctions polyndmiales :

Proposition 5
Soit f(x) = apx™ + ...+ apz? tels que : p < m, ap # 0, a, # 0. Alors :
Q f(2) ~ioo anz™.
Q@ f(z) ~o apa?.
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Fonctions équivalentes Equivalents usuels

=> Autres équivalents usuels :

Proposition 6

Soit u une fonction réelle telle que 1i_r>n u(z) = 0. Alors :
x a

o c(®) — 1~y u(x); o In(1+u(z)) ~e u(z); o (1+u(x))* —1~q au(z);
o sin(u(x)) ~q u(x); o tan(u(z)) ~q u(z); o 1 — cos(u(z)) ~a u22(z);
. . u*(a).
o sh(u(z)) ~q u(z); o th(u(z)) ~q u(z); o ch(u(z)) — 1 ~a —5—;
e arcsin(u(x)) ~q u(z); e arctan(u(z)) ~q u(z).
v
Tous ces équivalents usuels ne s'appliquent UNIQUEMENT que lorsque
lim u(z) = 0.
T—ra
v
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Fonctions équivalentes Equivalents usuels

=> Inégalités et équivalents :

Proposition 7

Soient f, g, h trois fonctions réelles telles que : g < f < h sur un voisinage
deaetgr~gh Alors: f~y g~y h.
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Fonctions équivalentes  Opérations usuelles

Proposition 8

Les opérations usuelles sont les suivantes :

Q (multiplication par un réel) : Pour A € R, si f ~, g, alors
Af ~a Ag;

Q (produit) : Si f ~, hy et g ~g ha, alors fg ~g hiha;

Q (quotient) : Pour g non nulle au voisinage de a, si f ~, h; et

hy .
g ~g ho anrsgwah—;,

Q (puissance) : Pour g > 0 au voisinage de a et « € R, si f ~, g, alors
[ ~a g%
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Fonctions équivalentes  Opérations usuelles

@ Pour le dernier point ci-dessus, « doit é&re CONSTANT : par

. 1/z 1/x . z\1/z i
exemple, e* ~g 1 mais (e” g 1 uisque (e =e;
p 0 (e”) 0 puisque (e”)
=1

@ De méme, on ne peut ni sommer ni soustraire. Par exemple

rz+1~ rzmaisl=(x+1)—x T —T;

@ +oo ( ) +oo
=0

@ Enfin, nous ne pouvons composer les équivalents par une fonction.
Par exemple  + 1 ~ o 2, mais e®T! = ee” =, e® (le quotient
tend vers e # 1).
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Fonctions équivalentes Les exercices du jour

Exercice 1
[M1] Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux sui-
vants :
1—cos (%)
(a) n(e/m —1); (b) vVR+1—+/n; () o @ :
m ( =

(d) n? (Sm( >—1).

Exercice 2

[M1] Déterminer un équivalent de :

In(z)enl; vV1+z—1len 4+ o0
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Fonctions équivalentes Les exercices du jour

Exercice 3
[M1] Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes au point pro-
posé :
sin(z) — 1
a)ef —e,a=1; b ,a=7Z.
(2) (b) cos(z) 2
Exercice 4

1 1
[M1] Déterminer un équivalent simple de 1 — cos (—) + sin <—>
n n
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Fonctions équivalentes Les exercices du jour

Exercice 5

[M1] Composition d’un équivalent? Soit a un réel quelconque. Soient

f et g deux fonctions définies au voisinage de a. On suppose de plus que

f~g et que f est strictement positive au voisinage de a. Démontrer que
a

si f admet une limite £ > 0 différente de 1 en a, alors In f et Ing sont

équivalentes en a. Qu'en est-il si f admet une limite égale a +00? égale a
07
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I Si f(x) ~q g(z) et li_r)n g(x) =L €R, alors li_r>n flz) =1¢;




Applications a I'étude locale d'une fonction en un point  Signe d'une expression au voisinage d'un point

Proposition 10
| Si f ~4 g et si g > 0 sur un voisinage de a alors il en est de méme de f.

conséquence :
(Recherche d’extremums locaux) Soit f: I — R et a € I, un point intérieur
al.Si f(z) =p54 fla) + an(x — a)™ + 04((x — a)™), avec a,, # 0, alors
f(@) = f(a) ~z0 an(z —a)" et

@ si n est impair alors a n'est pas un extremum

@ si n est pair et a, > 0 alors a est un minimum local.

© si n est pair et a,, < 0 alors a est un maximum local.
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Applications a I'étude locale d'une fonction en un point  Tangentes et développements limités

Proposition 11
Si f admet un DL,(x¢) (¢ € D), de la forme :

f@) = a0+ ai(z —x0) + ap(z — 20)"” + o((z — 20)"),
T—T0
avec a, # 0, alors :
Q la courbe représentative de f admet en xy une tangente d'équation :
y = ao +a1(xr — x0);
Q la position de la courbe par rapport a la tangente au voisinage de xg
est donnée par le signe de a,(x — x¢)P.
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Applications a I'étude locale d'une fonction en un point Détermination d’asymptotes obliques

On effectue le changement de variables z = + < h = 1, ainsi

Tz — +oo< h— 0.

Puis on doit chercher a, b tels que :

1
flx)—ar—b—, 5100 0& f<ﬁ) = % — b —1-0 0] On utilise pour ceci |'ou-

til développement limité dans I'expression obtenue apres changement de variable.
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Applications a I'étude locale d'une fonction en un point Les exercices du jour

Exercice 6

\/1—|—x—ez/2

[M2] Calculer hm m

Exercice 7

[M2] Déterminer les limites des fonctions suivantes en 0 :

2

In(1+sin(z)) . b 111(1 + 2z ) .
(a) x ' (b) cos(3z) — 1"

1 — cos(x) zIn(cos(x)) .

——— s d
(C) Sin(2$2) ' ( ) tan( w) a U

_ sh(z) —x _ 14In(VIta?)—ch(z)
(e) f(x) = m ' (f) g(x) = (1—cos(x))2
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Applications a I'étude locale d'une fonction en un point Les exercices du jour

Exercice 8
[M3]
Soit f: x> e® +In(l + ).
© Déterminer I'’ensemble de définition de f et préciser la régularité de f
sur cet ensemble.
@ Effectuer un développement limité en 0 a |'ordre 3 afin de donner
I"équation de la tangente en 0 ainsi que la position relative de la
tangente en A(0; f(0)) et de la courbe représentative de f.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 32/33



Applications a I'étude locale d'une fonction en un point Les exercices du jour

Exercice 9
[M4] Montrer que la courbe représentative de la fonction f définie par
2 1
f(x) =zexp <x—;—) admet une asymptote oblique en +oo dont on don-
x

nera une équation cartésienne. Etudier la position de la courbe représentative
de f par rapport a son asymptote au voisinage de +o0o. On donne une
représentation de sa courbe représentative ci-dessous :

Algenre ;| * wrapnigue

Droite ﬁ % | C~

P oay=x+2

Fonction 2

2 fix) == e 15

104
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