Chapitre 7

Equations différentielles linéaires a coefficients
constants
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A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :

@ résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre 1 ou 2 a coefficients
constants avec seconds membres constants, trigonométriques ou
exponentiel.
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Généralités Dérivation des fonctions a valeurs complexes

Définition 1:
Soit f : R — C une fonction a valeurs complexes. Puisque f est a valeurs dans C, on
écrit f(z) = f1(z) +if2(x), ol f1 et fo sont a valeurs réelles.
© On dit que f est dérivable sur D lorsque f1 et fo sont dérivables sur D ;

© On appelle fonction dérivée la fonction, notée f’, telle que f'(z) = fi(x) + if}(x)
pour z € D.

Proposition 1
Soient f et g deux fonctions dérivables sur D. Alors :
@ pour A € C, f+ Ag est dérivable sur D et Vz € D, (f+Ag)' (z) = f'(z) + A’ (z);
@ g est dérivable sur D et : (fg) (z) = f/'(z)g9(z) + f(x)d'(x);
© si de plus g ne s'annule pas sur D, i est dérivable sur D et :
g
N @)y — f@)g (=)
) @)= . :
g g% ()

@ |la fonction définie sur D par h(z) = ef(*) est dérivable sur D et
n(z) = f/(x)ef @),
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Généralités ~ Vocabulaire

On note dorénavant : K=R ou C.

Définition 2:
On appelle équation différentielle linéaire :
© du premier ordre a coefficients constants toute équation de la forme :

ay’(x) + by(x) = g(x) avec a € K*, b € K et g une fonction continue
a valeurs dans K ;

@ du second ordre a coefficients constants toute équation de la forme :
ay’ (z) + by’ (x) + cy(z) = g(x) aveca e K*, b €K, c € K et g une
fonction continue a valeurs dans K.

REMARQUEs :

@ Les nombres a, b, c sont appelés coefficients de I'équation différentielle ;

@ g est appelé second membre de I'équation différentielle ;

@ Si K =R on dit que I'équation différentielle est réelle. Sinon, on dit que
I'équation différentielle est complexe.

@ Résoudre une équation différentielle, c'est déterminer toutes les fonctions qui

vérifient une telle relation.
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Généralité Equation h

Définition 3:
On appelle équation différentielle homogene associée a :
Q ay'(z) + by(x) = g(x) I'équation différentielle :
(En) : ay'(z) +by(z) = 0;
Q@ ay’(x) + by (z) + cy(z) = g(x) I'équation différentielle :
(Bu) : ay”(z) + by (z) + cy(x) = 0.

REMARQUEs :
@ L’équation homogene est aussi appelée équation sans second membre;

@ L'équation avec second membre est appelée équation compléte.

Proposition 2(linéarité de I'ensemble des solutions de (Ey))

Si y1 et ya sont solutions de (Eg) ay”(z) + by'(z) + cy(z) = 0, alors
V(\; p) € K2, A\yp + pys est solution de (Eg).
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Généralité Equation ete et équation | &ne associée

Proposition 3

© si yp et yy sont respectivement solutions de I'équation complete et
de I'équation homogene, alors y = yg + yp est solution de I'équation
complete.

@ Réciproquement, toute solution y; de I'équation compléte s'écrit sous
la forme : y1 = yg + yp, ou yg est solution de I'équation homogene,
et yp est solution particuliere de I'équation complete.
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Généralités Les exercices du jour

Exercice 1

On considere I'équation différentielle : (E) v 4+ 2y’ +y = 0. Soit f une
solution de (E). On pose : g(z) = f(x)e”.
@ Montrer que Yz € R, ¢”(2) = 0. Qu'en déduit-on pour g?
@ En déduire que si f est solution de (E), alors
J(a; b) € R? /Vz € R, f(z) = (axz + b)e™".
© Etudier la réciproque.
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Résolution de I'équation homogene
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Résolution de I'équation homogene Etude du premier ordre

Proposition 4

Soit (Eg) I'équation différentielle homogeéne ay’(z)+by(xz) = 0 avec a # 0.
Alors I'ensemble des solutions de (Eg), noté Sy est :

Sy = {ce—bw/a,c c K} :
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Résolution de I'équation homogéne  Second ordre : équation caractéristique

Définition 4:
Soit ay” (z)+by’ (x)+cy(x) = 0, a # 0. On appelle équation caractéristique
associée I'équation du second degré : ar? + br +c = 0.

Proposition 5

Pour r € K, la fonction définie par f(z) = e"* est solution de |'équation
différentielle :
ay”(z) + by’ (z) + cy(z) =0,

si et seulement si r est solution de I'équation caractéristique associée.
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Résolution de I'équation homogéne  Second ordre : équation caractéristique

REMARQUE : On aurait pu de méme définir I'équation caractéristique d'une

équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants : ar + b = 0. 2-
La proposition précédente est donc également vraie dans le cas de l'ordre 1 : en
effet : e=%%/@ est solution de I'équation différentielle et 7 = —b/a est solution de

I'équation caractéristique associée.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 19 /40



Résolution de I'équation homogéne  Second ordre : cas général

On note A le discriminant de I'équation caractéristique.

Proposition 6(solutions complexes de |'équation différentielle)

Soit (En) : ay”(z) + by’ (z) + cy(z) = 0 avec a # 0. Alors, |'ensemble des
solutions de (Ep), noté Sy est :
Q si A#£0,
S ={ ™" + pue™* AeC,ueC},
ol 71 et ro sont les deux solutions distinctes de I'équation
caractéristique associée;;
Q siA=0,
Su ={(A+ px)e™* AeC,ueC},

ou 7 est la solution double de I'équation caractéristique associée.
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Résolution de I'équation homogéne  Second ordre : cas des solutions réelles d'une équa diff réelle

On note A le discriminant de I'équation caractéristique.
Théoreme 1(cas des équations différentielles réelles)

Alors, I'ensemble des solutions REELLES de (En), noté Sy est
QsiA>0,
Sy ={\e"" 4+ pe Ne R, ue R},
our; et 75 sont les deux solutions réelles distinctes de I'équation
caractéristique associée;;
Q siA=0,
S ={(A+ px)e™* X e R, u R},
ol rg est la solution double de I'équation caractéristique associée ;
Q siA<O,

Su = {(Acos(Bz) + pusin(Bz))e*”, X € R, u € R},

ol A + iB est une des deux solutions complexes de I'équation
caractéristique associée.

Soit (En) : ay”(z) + by'(x) + cy(x) = 0 avec a # 0 et (a; b; ¢) € R3.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac)

23/40



Résolution de I'équation homogene Les exercices du jour

Exercice 2

Donner I'ensemble des solutions réelles, ainsi que I'ensemble des solutions
complexes des équations différentielles ci-dessous :
@)y —y=0 (b)y" -2y +y=0 (c)y"+y=0. (d)y" -2y +[5
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Recherche de solutions particulieres
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Recherche de solutions particulieres Cas d'un second membre constant

Lorsque le second membre est constant, on pourra toujours trouver une solution
particuliere constante.
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Recherche de solutions particulieres  Second membre de forme exponentielle

Lorsque le second membre est de la forme exponentielle, on cherche une solution
particuliere ayant une < forme similaire >.

Proposition 7

On considere une équation différentielle linéaire a coefficients constants
(d'ordre 1 ou 2) de second membre g de la forme g(z) = ae™®, avec
a € C et m € C. Alors I'équation différentielle admet une solution parti-
culiere yp de la forme :

ae™* si m n’est pas solution de 1’équation caractéristique

yp(x) =< axe™® si m est solution simple de I’équation caractéristique

ax?e™® si m est solution double de I’équation caractéristique

oua € C.

REMARQUE : Si I'équation différentielle linéaire est d'ordre 1, le troisieme cas
est impossible.
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Recherche de solutions particulieres  Second membre trigonométrique

Pour déterminer une solution particuliere de ay” + by’ + cy = acos(wz) (ou
ay” + by’ + cy = asin(wz)), avec a, b, ¢, a et w des nombres réels,
Q@ On cherche une solution particuliere yp de I'équation différentielle
ay” + by’ + cy = ae™* A I'aide de la technique vue précédemment.
Q On met cette derniére sous forme algébrique, c’est a dire on cherche y; et
y2 tels que @ yp(z) = y1(x) + iya(x).

Q Alors y; est solution de ay” + by’ 4+ cy = acos(wz) et yo est solution de
ay” + by’ + cy = asin(wz).
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Recherche de solutions particulieres Principe de superposition

Proposition 8
Soit
(E) ay”(2) + by (z) + cy(@) = g1(2) + g2(x)

une équation différentielle linéaire a coefficients constants. Si y; est solution
de :

ay” () + by (x) + cy(z) = g1(x)
et yo de :
ay” (z) + by’ () + cy(z) = g2(),
alors y; + y2 est solution de (E).

REMARQUE : Un tel principe se généralise aisément au cas d'un second membre
de la forme :

91(@) + g2() + ...+ gnl2) = Y g(@).
k=1
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Recherche de i particulie Les ices du jour

Exercice 3

@ y-y=1

& vy’ —y=cos(2z)
@ y —y=¢c®

$ v’ +y=cos(x)
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Probleme de Cauchy
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Probléme de Cauchy Présentation

Définition 5:
On appelle probleme de Cauchy :

@ associé a I'équation différentielle linéaire du premier ordre 3 coefficients
constants : ay’ + by = g(x), avec a # 0 le systéme :

{ ay’ + by = g(z)
y(z0) = mo

)

@ associé a I'équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants :
ay” + by’ + cy = g(x), avec a # 0 le systeme :

ay” + by’ + cy = g(x)
y(xo) = mo 2
Y’ (x0) = vo

ou xg,mg et vy sont donnés.

Proposition 9(unicité du probleme de Cauchy)

Quelles que soient les conditions initiales, les problemes de Cauchy associés aux équations
différentielles linéaires a coefficients constants d'ordre 1 ou 2 admettent une unique so-

lution.
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y' +y=0
Résoudre : ¢ y(0) =0

y(0)=1
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