Chapitre 15

Dérivabilité et régularités d'ordres supérieurs
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A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :

@ Etudier la dérivabilité ainsi que les régularités d'ordres supérieurs en un
point ;

@ Utiliser le théoréme de Rolle, les accroissements finis ;

@ Effectuer des calculs de dérivées n-iemes de fonctions.
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Notations : Sauf mentions contraires :
Q Toutes les fonctions considérées sont définies sur un ensemble D ;

Q Le réel zy appartient a l'intérieur d’un intervalle I inclus dans D.
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Généralités sur les fonctions dérivables

Plan

@ Généralités sur les fonctions dérivables
o Dérivabilité, dérivabilité a droite et a gauche
@ Développement limité a I'ordre 1 d'une fonction dérivable
@ Dérivée et extréma d'une fonction

Propriétés des fonctions dérivables
Fonctions de classe C*

Dérivées successives et classes d'une fonction

Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes
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Généralités sur les fonctions dérivables Dérivabilité, dérivabilité a droite et a gauche

Définition 1:
Soient f: I > Retxzg € 1.
@ On dit que f est dérivable en x( lorsque 7,, admet une limite finie en

Zo. On note alors : f'(zp) = lim M;
T—rTo T — X

@ On dit que f est dérivable a droite en x( lorsque 7., admet une limite
T . . xr)— J\T
finie a droite en 9. On note alors : f/(zo) = lim (@) = f(@o) ;
z—ad T — Zo
0

© On dit que f est dérivable a gauche en zg lorsque 7, admet une
limite finie a gauche en zy. On note alors :

f! (xo) = M f(x) - f(zﬂ)

Tz T — Xo
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Généralités sur les fonctions dérivables Dérivabilité, dérivabilité a droite et a gauche

Proposition 1

La fonction f est dérivable en x( si et seulement si f est dérivable a droite
et a gauche en vy ET f;(w0) = f}(x0). Nous avons dans ce cas : f'(z¢) =

fa(xo) = fy(xo).
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Généralités sur les fonctions dérivables Développement limité a I'ordre 1 d’une fonction dérivable

Proposition 2

Soit f : I — R une fonction dérivable en zo € I. Alors :

Vo e I\ {zo}, f(x) = f(zo) + f'(x0)(z — z0) + (z — w0)e()

avec lim e(z) =0.
Tr—xo
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Généralités sur les fonctions dérivables  Dérivée et extréma d’une fonction

Définition 2:
On dit que z( est
@ un minimum local lorsque I'inégalité : f(xzg) < f(x) est vérifiée sur
un voisinage de x ;
@ un maximum local lorsque I'inégalité : f(z) < f(xo) est vérifiée sur
un voisinage de z ;
© un minimum global lorsque I'inégalité : f(zo) < f(x) est vérifiée
pour tout z € D ;
@ un maximum global lorsque I'inégalité : f(z) < f(xg) est vérifiée
pour tout z € D.

REMARQUEs :

@ Un extrémum global est local, mais un extrémum local n'est pas forcément
global.

@ Le théoreme de Weierstrass assure |'existence d'extréma globaux pour des
fonctions continues sur des intervalles fermés bornés.
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Généralités sur les fonctions dérivables  Dérivée et extréma d’une fonction

Proposition 3

Si f est dérivable sur ]a; b[ et admet un extrémum local ¢ €]a; b], alors

() =0.

@ On peut avoir f/(c) = 0 sans que ¢ soit un extrémum local. C'est

par exemple le cas de 0 pour la fonction f(z) = 2?;

@ @ Le nombre dérivé d'un extrémum local situé au bord du domaine
de définition n'est pas forcément nul. C'est par exemple le cas de 0
et 1 pour la fonction f(x) = x regardée sur [0; 1].

Définition 3:
Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. On dit que ¢ € I est un point
critique pour f lorsque : f'(c) = 0.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 12 /52



Propriétés des fonctions dérivables

Plan

@ Généralités sur les fonctions dérivables

@ Propriétés des fonctions dérivables
@ Théoreme de Rolle
@ Les accroissements finis.
@ Théoréeme de la limite de la dérivée
@ Les exercices du jour

© Fonctions de classe C*
@ Dérivées successives et classes d'une fonction

© Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes
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Propriétés des fonctions dérivables ~ Théoréme de Rolle

Théoreme 1

econtinue sur [a; b];
Soit f une fonction : edérivable sur Ja; b[;

la; b
etelle que f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = 0.
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Propriétés des fonctions dérivables Les accroissements finis.

Théoreme 2(égalité des accroissements finis)

Soit f une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b[. Alors il existe ¢ €]a; b| tel
f(b) — f(a
e 010
—a

conséquence :

Soit I un intervalle réel et f : I — R une fonction dérivable sur I et telle que : Vx €
I, f'(z) > 0. Alors f est croissante sur I.

Proposition 4(Inégalités des accroissements finis)

@ Soit f une fonction continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b[ et telle que :
Vt €la; b, m < f(t) < M, alors :

m(b—a) < £(b) = f(a) < M(b—a).

@ Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que Vz € I, |f/(z)| < M,
alors :

Y(x; y) € I, |f(y) — f(@)] < My — =|.
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Propriétés des fonctions dérivables ~ Théoreme de la limite de la dérivée

Théoreme 3

Soit f: I — R telle que :
© f est continue sur [;
@ f est dérivable sur I — {xg}, 2o € I;
(5] 11520 f'(x) =L eR.

Alors lim M

T—To r — X

et f'(a0) = .

= (. Side plus £ € R alors f est dérivable en z(
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Propriétés des fonctions dérivables Les exercices du jour

Exercice 1

rsix >0,
axr+z2siz <0
tion sur a, la fonction f est-elle dérivable en 07

[M2] Soit f définie sur R par f(z) = A quelle condi-

Exercice 2

zln(z) siz >0

. . Est-elle continue en 07 dérivable
0 sinon

[M2]Soit f : z — {

en 07
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Propriétés des fonctions dérivables Les exercices du jour

Exercice 3
[M2] On pose : f(z) = (z — 1)Arcsin(y/z) définie sur [0; 1].
@ Justifier que f est dérivable sur ]0; 1].

@ Montrer f’ admet une limite finie en 1 que I'on précisera. f est-elle
dérivable en 17

© Montrer que f n'est pas dérivable en 0.

Exercice 4

[M2] Pour un entier naturel n > 2, montrer que la fonction définie sur R
par f(x) = 2™ + ax + b admet au plus trois zéros réels. On pourra raisonner
par I'absurde et utiliser le théoreme de Rolle.
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Propriétés des fonctions dérivables Les exercices du jour

Exercice 5

[M2] ( application a I'étude des suites du type u,+1 = f(un), uo € R.) Soit
Up+1 = VUn + 2,u9 > —2 .0n admet que la suite est bien définie et que :
Vn > 1;u, > 0.

@ En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que

1
Y > 0; _ol< |z —2|.
22 0;|f() = 2| < —=le ~2|

7%

@ En déduire que : Vn € N* | |u, 1 — 2| < 2—\1/§|un — 2| puis que :

n—1
Y > 1; ju, — 2| < (ﬁ) lup — 2.

@ Conclure sur le comportement asymptotique de cette suite.
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Fonctions de classe C'1

Plan

@ Généralités sur les fonctions dérivables
© Propriétés des fonctions dérivables

© Fonctions de classe C*
@ Comparaison avec les fonction continues et dérivables
@ Prolongement de classe C'! d'une fonction et limite de la dérivée
o Les exercices du jour

Dérivées successives et classes d'une fonction

© Bréve extension aux fonctions 3 valeurs complexes
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Fonctions de classe C'1 Comparaison avec les fonction continues et dérivables

Définition 4:
On dit que f est de classe C* lorsque f est dérivable sur D et f’ est continue
sur D. On note C*(D; R) I'ensemble des fonctions de classe C'! sur D.

Proposition 5
| ¢Y(D; R) c D(D,R) C C(D; R).

Les inclusions précédentes sont strictes, il existe en effet des fonctions
continues et non dérivables en un point (par exemple la fonction valeur

@ absolue en 0) ainsi que des fonctions dérivables en un point mais qui ne
sont pas de classe C'! en ce point.
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Fonctions de classe C'1 Prolongement de classe 1 d'une fonction et limite de la dérivée

Proposition 6

e f est continue sur [ ;
Si: of est de classe C' sur I — {zo} , alors f est de classe C! sur I.
o f' admet une limite finie en z
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Fonctions de classe C'1 Les exercices du jour

Exercice 6

[M1] Soit Va # 0, f(z) = e~1/=* Montrer que f admet un prolongement
de classe C* sur R que I'on précisera.

Exercice 7
[M1] On considere la fonction définie sur R par : f(z) =

1
22 sin <—> siz#0
%

0 sinon
f est-elle continue, dérivable, de classe C! sur R?
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Dérivées successives et classes d'une fonction

Plan

@ Généralités sur les fonctions dérivables
@ Propriétés des fonctions dérivables
© Fonctions de classe C"*

@ Dérivées successives et classes d'une fonction
@ Dérivées successives

Classes d'une fonction

Opérations usuelles

Formule de Leibniz

Les exercices du jour

@ Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes
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Dérivées successives et classes d'une fonction  Dérivées successives

On convient de noter (9 pour f.

Définition 5:

Soit f : D — R une application. On définit les dérivées successives de f de
proche en proche (c'est a dire par récurrence) par (pour tout n € N*) :

Q Poura e D, f(™(a) est, si elle existe, la dérivée de f(*~1 en a;

Q f™ I'application dérivée de f(»—1).

On appelle alors :

Q dérivée n-eme de f en a I'élement f(")(a);

Q la dérivée n-eme de f en a I'application z — (™) (x).
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Dérivées successives et classes d'une fonction  Classes d'une fonction

Définition 6:
Soit n € N*.

@ On dit que f est n-fois dérivable sur D lorsque f(™) existe et est
définie sur D ;

@ On dit que f est n-fois continliment dérivable (ou de classe C™) sur
D si f est n-fois dérivable sur D et f(™ est continue.

@ On dit que f est indéfiniment dérivable (ou de classe C*°) sur D
lorsque pour tout n € N, f est n-fois dérivable sur D.

Notations : On note D" (D) |'ensemble des fonctions n-fois dérivables, C™(D)
I'ensemble des fonctions n-fois continiment dérivables et C°>°(D) I'ensemble des
fonctions indéfiniment dérivables sur D.

REMARQUE : Nous avons les inclusions (strictes) C?(D) C D*(D) c CY(D).
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Dérivées successives et classes d'une fonction  Classes d'une fonction

Plus généralement :

Proposition 7
| pour tout n € N, €=(D) c ¢"*1(D) c D"+1(D) c C*(D).
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Dérivées successives et classes d'une fonction  Classes d'une fonction

Proposition 8
Soit n € N. Alors :

Q [ est n+ 1 fois dérivable sur D si et seulement si [’ est n fois
dérivable sur D. Dans ce cas (f')(™ = f(»+1;

Q f est de classe C™ ! sur D (resp. C™) si et seulement si f’ est de
classe C™ sur D (resp. C*°).
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Dérivées successives et classes d'une fonction Opérations usuelles

=> Combinaison linéaire :

Proposition 9
Soit n € N. Soient f,g: D — R deux fonctions n fois dérivables. Alors,
Q Y\ pueR A+ pg est n fois dérivable et
(Af + ng)™ = Xf") + g™
@ Si de plus, f et g sont de classe C™ (resp C*°) alors il en est de
méme de A\f + pug.
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Dérivées successives et classes d'une fonction Opérations usuelles

= Produit :

Proposition 10

© Si f et g sont n-fois dérivables sur D, alors fg est n-fois dérivable sur
D.

@ Si f et g sont de classe C™ sur D (resp. C*°), alors fg est de classe
C™ sur D (resp. C™).
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Dérivées successives et classes d'une fonction Opérations usuelles

= Quotient :

Proposition 11
@ Si f et g sont n-fois dérivables sur D et g ne s’annule pas sur D,

alors i est n-fois dérivable sur D.
g

@ Side plus f et g sont de classe C™ sur D (resp. C*), alors f est de
g
classe C™ sur D (resp. C*°).
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Dérivées successives et classes d'une fonction Opérations usuelles

=> Composition :

Proposition 12

@ Soient g et g telles que : D Jop LR S f est n fois dérivables
sur D et g est n fois dérivable sur D’ alors g o f est n-fois dérivable
sur D;

@ Si de plus f et g sont de classe C™ (resp. C*°), alors g o f est de
classe C™ sur D (resp. C*°).
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Dérivées successives et classes d'une fonction Opérations usuelles

=> Régularité de I'application réciproque :

Proposition 13

Soit n € N*. Si f est de classe C™ (resp. C*°) sur I et f' # 0 sur I alors
1 est de classe C™ (resp. C>°) sur J = f(I) .
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Dérivées successives et classes d'une fonction ~ Formule de Leibniz

Proposition 14

Si f et g sont n-fois dérivable sur D, alors fg est n-fois dérivable sur D et
pour tout z € D :

n

(9@ =Y. (1) 1P @),

k=0
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Dérivées successives et classes d'une fonction Les exercices du jour

Exercice 8

[M3] Montrer que la fonction définie sur R par f(z) = e~ est de classe
C> sur R puis montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
f™(z) = P,(z)e=*" ob P, est une fonction polyndmiale de degré n.
Déterminer Py, P; et donner une relation entre P, 4, P, et P/.

Exercice 9
—XT

[M3] On pose : f(z) = € Montrer que f est de classe ¢™ sur R* et en
x

vous aidant de la formule de Leibniz montrer que :
n k —z

- T e
SR DIE s

Vo € R*, Vn e N, f(™(z)

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 48 /52



Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes

Plan

@ Généralités sur les fonctions dérivables

@ Propriétés des fonctions dérivables

© Fonctions de classe C"*

@ Dérivées successives et classes d'une fonction

© Bréve extension aux fonctions & valeurs complexes
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Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes

Q@ Nous avons déja défini dans un chapitre précédent les fonctions a valeurs
complexes dérivables.
Q On étend de la méme maniére la notion de dérivée k-ieme et de fonction

de classe C*.
Pour 0 < k < +00, on note C*(I,C) I'ensemble des fonctions de classe C*

a valeur dans C.

Les propriétés suivantes restent vraies pour des fonctions a valeurs complexes :

Q Les propriétés sur les opérations + et x et la formule de Leibniz restent
valables.

Q Soit J un intervalle réel. Si ¢ : I — J et f: J — C sont dérivables, alors
f o est dérivable sur I etona: (fop) =¢ X (f op).
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Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes

On n'a plus la notion d'extremum pour les fonctions a valeurs com-

plexes. Donc il n'y a pas de théoreme de Rolle, d'égalité ou d'inégalité

. - R —- C .
@ des accroissements finis. Par exemple : f : b it définie sur

[0; 27] est telle que f(0) = f(2m) = 1. Pourtant f'(t) = ie'* donc :
vt €]0; 2x[, f'(¥) # 0.

On a cependant le théoréme suivant :

Théoreme 4

Soit f : [a;b] — C de classe C* sur [a;b]. Alors il existe M € R, tel que :
vt €la; bf, |f' ()] < M.

Nous avons de plus I'inégalité :

£ (b) = fla)] < M(b— a).
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Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes

Exercice 10

[M3] Calculer la dérivée n ieme de x +— cos(z) X exp(z) ou de sin x exp en
allant dans C.
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