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Equivalence de suites Définition et premieres propriétés

Définition :
Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que (v,) ne s'annule pas a

partir d'un certain rang. On dit que (u,) est équivalente a (v,), et on note
Up ~ Uy, lorsque lim — =1.
n—-+oo Un

Proposition (propriétés de la relation d'équivalence)

Soient (uy,), (vy) et (wy,) trois suites ne s'annulant pas a partir d'un certain

rang. Alors :
Q up ~ up; (réflexivité)
Q up ~ vp = Uy~ Up; (symétrie)
Q Si u, ~ v, et v, ~ wy, alors u, ~ w,. (transitivité)

vy
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Equivalence de suites Equival, usuels

Proposition
Soit (un) une suite réelle telle que lir4r_1 up = 0. Alors :
n— 400

(a) e¥rn —1 ~up; (b) In(1 + un) ~ un; (c) A+ un)*—1~ aup, o €R;
2

(d) sin(un) ~ un ; (e) 1 — cos(upn) ~ u?" i (F) tan(un) ~ un ;
2

(g) sh(un) ~ un;  (h) chlun) — 1~ 2

(i) Arcsin(un) ~un;  (j) Arctan(un) ~ up.

Exercice

Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux suivants :

(a),/l—i—%—l; (b) sin(%); (c) e/Im(n) —1; (d)er —1

| Tous ces équivalents usuels ne s'appliquent UNIQUEMENT que
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Equivalence de suites Etude pratique d’équivalents et de limites

=> Equivalents et opérations usuelles :

Proposition
Les opérations usuelles sont les suivantes :

e (multiplication par un réel) : Pour A € R, si u,, ~ v,, alors
AUy, ~ AUy, |

e (produit) : Si u, ~ a, et v, ~ by, alors upv, ~ apby, ;

e (quotient) : Pour (v,) non nulle & partir d'un certain rang, si u, ~ a

n n
et v, ~ b, alors — ~ —:

Un n
e (puissance) : Pour u, > 0 a partir d'un certain rang et « € R, si

Up, ~ Uy, alors uf ~ v
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Equivalence de suites Etude pratique d’équivalents et de limites

Exercice

Déterminer les équivalents des suites de termes généraux suivants :

@n(e/m=1); (b)) VaTI-ya,

1—cos (%)

in (2)

()

;o (d) n? (esm(i) = 1).
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Equivalence de suites Etude pratique d’équivalents et de limites

= Equivalents de suites polynomiales :

Proposition
Soit (uy,) telle que :

=i
Up = apn® + ap_ 1P~ + ... + ag,

avec a, # 0. Alors u,, ~ apnP.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Comparaison des suites et fonctions 10 / 44



Equivalence de suites Etude pratique d’équivalents et de limites

= Equivalents et limites :

Proposition

Soient (u,) une suite réelle et £ € R.

Q@ Siu, ~v, et lim v, =~Falors lim wu, =1/;
n—4oo n—+4oo

@ Si / est finie et non nulle et lim w, =¥, alors u,, ~ £.
n—-+o0o

Le 2. de la proposition précédente est faux pour £ = 0. Par exemple :
Uy = % converge vers 0 mais n'est pas équivalente a 0

4
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Prépondérance et domination
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Prépondérance et domination Définition et premieres propriétés

Définition :
Soient (u,) et (v,) deux suites réelles, telles que (v,) ne s'annule pas a
partir d'un certain rang.
@ On dit que (uy,) est dominée par (vy,), et on note u, = O(v,), si
(3) est bornée.
@ On dit que (uy,) est négligeable devant (v,,), et on note u, = o(vy,),

si lim — =0.
n—+00 Uy,

Proposition

Q Siu, =o(v,) et lim v, =/¢€R, alors
n—-+oo n

lim wu, =0;
—>+00

@ Siu, =0(vy) et lim v, =0, alors lim w, =0.
n—-+4o00 n—-+o00

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Comparaison des suites et fonctions 14 / 44



Prépondérance et domination Manipulation de la comparaison de suites

=> Prépondérance et équivalents :

Proposition

Q Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles telles que (v,,) ne s'annule pas
a partir d'un certain rang. Alors : u,, ~ v, < u, = v, + o(vy,).

@ Siuy ~ v, et v, = o(wy), alors : u, = o(wy,).
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Prépondérance et domination Manipulation de la comparaison de suites

=> Opérations usuelles :

Proposition
Les opérations usuelles sont les suivantes :

e (transitivité) : Si u, = o(v,) et v, = o(wy,), alors u, = o(w,) (de
méme pour O).

(multiplication par un réel) : Pour X € R, si u,, = o(vy,), alors
Ay, = 0(vy,) i (de méme pour O);

(multiplication par une suite) : Si u,, = o(ay,), alors u,v, = o(a,v,)
(de méme pour O);

(produit) : Si u, = o(ay,) et v, = o(by,), alors uyv, = o(a,b,) (de
méme pour O);

(puissance) : Si u,, > 0 a partir d'un certain rang et u,, = o(v,), alors
ul = o (vY) (de méme pour O);

Up, = o(ay,)
v, = o(ay,)

(somme) : Si

0).

}, alors u,, + v, = o(a,) (de méme pour
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Prépondéi et dominati Manipulation de la de suites

Exercice
On pose : u, = e'/™ et v, = (14 1)3.
@ Déterminer des réels a, b, c et d tels que : u, =a+ 2 +0(2),
v =t d+o(d).
@ En déduire un équivalent simple de la suite de terme général :
el/m+ (14 1) —2.
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ipulation de la paraison de suites

> Comparaison des suites de référence :

Proposition
Soient e > 0,5 > 0 et a > 1. Alors :

@ (Inn)? = o(n®);

Q@ n® =o(a");
Q a” =o(n!);
Q n! =o(n"). )

19 / 44
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Fonctions équivalentes
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Fonctions équivalentes Généralités

Définition :
On dit que f est équivalente a g au voisinage de a et on note f~g ou
a
z) ~ g(z) si
f@) ~ gx)
© g ne s’'annule pas au voisinage de a sauf peut étre en a

o 1ima§:1.

REMARQUES :
(1) Si f(x) ~4 0, alors f est nulle sur un voisinage de a;

(2) Si f(x) ~q g(x), alors f et g sont de méme signe sur un voisinage de a.
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Proposition (propriétés de la relation d'équivalence)
Q f(z) ~a fl2); (réflexivité)
o f(x) ~a g(m) = g(:r) ~a f(x) ) (symétrie)
Q Si f(z) ~q g(x) et g(z) ~q h(x), alors f(z) ~q h(x). (transitivité)
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Fonctions équivalentes Equivalents usuels

Proposition

Soit u une fonction réelle telle que lim u(z) = 0. Alors :
o @) _ 1~y u(2); o In(1+u(z)) ~q u(z);
o (1+u(2)* —1~g au(z); e sin(u(z)) ~q u(z);
o tan(u(z)) ~q u(z); o 1—cos(u(z)) ~a 55
o sh(u(z)) ~, u(z); o th(u(z)) ~q u(z);

1 Y@,
o ch(u(z)) — 1~y —5—;

e arcsin(u(x)) ~, u(z); e arctan(u(x)) ~q u(x);
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Fe i équival Equival, usuels

Exercice

| Déterminer un équivalent simple en 1 de In(z).

Tous ces équivalents usuels ne s'appliquent UNIQUEMENT que lorsque

i%u(m) =0.
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Fonctions équivalentes  Opérations usuelles

Proposition

Les opérations usuelles sont les suivantes :

e (multiplication par un réel) : Pour A € R*, si f ~, g, alors \f ~, Ag;

e (produit) : Si f ~, hy et g ~, ha, alors fg ~g hihs;

e (quotient) : Pour g non nulle au voisinage de a, si f ~, hy et g ~, hs
alors £ ~, D

g a h2 1

e (puissance) : Pour g > 0 au voisinage de a et « € R, si f ~, g, alors

& ~a g%
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Fonctions équivalentes  Opérations usuelles

(1) Pour le dernier point ci-dessus, @ doit &tre CONSTANT : par
. 1/z T . 1/x
exemple, e* ~g 1 mais (e® g 1 uisque (e* =e.
P 0 (e”) 0 puisque (e”)
=1
(2) De méme, on ne peut ni sommer ni soustraire. Par exemple
@ x+1l~ioazmasl=(x+1)—x tipxz—x.
~——
=0
(3) Enfin, nous ne pouvons pas composer les équivalents par une
fonction. Par exemple z + 1 ~ o, 2, mais e?T! = ee® x o, e® (le
quotient tend vers e # 1).
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Fonctions équivalentes  Opérations usuelles

Exercice

Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes au point proposé :

(a) z(e/® —1),a=+o00; (b)e®—e,a=1; (c)
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Fonctions équivalentes Equivalents et limites

Proposition
@ Si f(x) ~a g(x) et lim g(x) =L € R, alors lim f(z) = .

r—a

Q@ Si li_I)Il f(x) =¢ € R avec £ # 0, alors f(x) ~, £.

le 2. de la proposition précédente est FAUX lorsque ¢ = 0. En effet,
@ lin%sin(x) = 0, mais sin(z) ~ 0 puisque la fonction sinus n'est pas
T—

nulle sur un voisinage de 0.
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Relations de comparaison
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Relations de comparaison Domination et prépondérance

Définition :
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a sauf éventuellement
en a.
@ On dit que f est dominée par g au voisinage de a et on note
f=0(g) ou f(z) = O(g(x)) si
a Tr—a
@ g ne s'annule pas au voisinage de a sauf éventuellement en a

(2] ! est bornée au voisinage de a.
g

@ On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a et on note
f=o(g) ou f(z) =s-a0(g(2)) si
@ g ne s'annule pas au voisinage de a sauf peut étre en a

g f
Q hmag— .
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Relations de comparaison Domination et prépondérance

REMARQUES :

(1) Si f = 0a(g), alors f = Ou(g).

(2) f=04(1) si et seulement si f est bornée au voisinage de a.
(3) f=o04(1) si et seulement si lim f(z) = 0.

r—a
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Relations de comparaison Domination et prépondérance

Proposition (prépondérance, domination et limites)
@ Si f =04(g) et g est bornée sur un voisinage de a, alors
lim f(z) = 0;
@ Si f=04(g) et lim g(z) =0, alors lim f(x) = 0.
r—ra

r—a

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Comparaison des suites et fonctions 37 /44



Relations de comparaison Prépondérance et équivalents

Proposition

Q@ f~age f=g+o0a(9).
@ Si f~,getg=o4(h), alors: f=o04(h).
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Relations de comparaison Opérations usuelles

Proposition

Les opérations usuelles sont les suivantes :

e (transitivité) : Si f = 0,(g) et g = 04(h), alors f = 0,(h) (de méme
pour O).

(multiplication par un réel) : Pour A € R, si f = 0,(g), alors

Af = 04(g); (de méme pour O);

(multiplication par une fonction) : Si f = 0,(g), alors fh = 0,(gh)
(de méme pour O);

(produit) : Si f = 0,(h1) et g = 04(h2), alors fg = 04(h1hs) (de
méme pour O);

(puissance) : Si g > 0 a partir d'un certain rang et f = 0,(g), alors
f* =04 (g%) (de méme pour O);

(somme) : Si gzooa((i?)) } alors f + g = 04(h) (de méme pour O).
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Relations de comparaison Opérations usuelles

@ Pour la somme, les deux fonctions doivent étre comparées a une
méme fonction. Par exemple, 1 = 04 (), 2 = 0400(z + 1) mais

@ 2 — 1 n'est pas négligeable en +00 devant (z + 1) — x;
~—~— ———
=1l =il

@ Nous avons : 0,(f) — 0a(f) = 04 (f)!!
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Relations de comparaison Comparaison des fonctions de référence

Proposition

Soient o > 0 et 5 > 0, alors :
0 (In2)? = 0400(z%);
@ [lnal? — o (&)
Q 2% =04 (eﬁz) ;

Q fr = 0— oo <L>
||
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