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À l’issue de ce chapitre vous devez savoir :

-M1- Réaliser un produit de matrices avec les bonnes tailles et mâıtriser la
formule associée ;

-M2- Calculer des puissances de matrices carrées, notamment à l’aide du binôme
de Newton ;

-M3- Montrer qu’une matrice est inversible, connâıtre sa définition ainsi que ses
différentes caractérisations et calculer l’inverse d’une matrice inversible ;

-M4- Faire le lien entre opérations élémentaires et produit matriciel ;

-M5- Mâıtriser la transposition de matrices.

-M6- Comprendre la structure des solutions d’une système linéaire.
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Notations : On note ci-dessous, sauf mentions contraires : K = R ou C.
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Généralités Ensemble des matrices

Définition 1:
Soient n et p deux entiers strictement positifs.

1 On appelle matrice de taille np et à coefficients dans K tout tableau à n lignes et
p colonnes. On note :

A =


a11 a12 . . . a1p
a21 a22 . . . a2p
...

...
...

...
an1 an2 . . . anp

, avec aij ∈ K.

2 On dit que deux matrices de taille np et à coefficients dans K sont égales lorsque
leurs coefficients sont égaux ;

3 On note :

• Mnp(K) l’ensemble des matrices de taille np et à coefficients dans K,
• Onp l’élement de Mnp(K) dont tous les coefficients sont égaux à 0,

4 Lorsque p = n, on dit que la matrice est carrée, et on écrit plus simplement :

• Mn(K) au lieu de Mnn(K),
• On au lieu de Onn.
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Généralités Ensemble des matrices

REMARQUE : Nous utilisons également les notations :

• A = (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

;

• A = (C1, C2, . . . , Cp) où C1, C2, . . . , Cp sont les colonnes de A ;

• A =


L1

L2

...
Ln

, où L1, L2, . . . , Ln sont les lignes de A.
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Généralités Combinaison linéaire de matrices

Définition 2:

Pour A = (aij)1≤i≤n,
1≤j≤p

, B = (bij)1≤i≤n,
1≤j≤p

, λ ∈ K, on note :

1 A+B la matrice de Mnp(K), de coefficients :

∀i ∈ J1;nK,∀j ∈ J1, pK, aij + bij ;

2 λA la matrice de Mnp(K), de coefficients :

∀i ∈ J1;nK;∀j ∈ J1; pK, λaij .
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Généralités Combinaison linéaire de matrices

Proposition 1(structure d’espace vectoriel)

1 (Mn,p(K),+) est un groupe abélien. Plus précisément :
• Pour tous (A; B) ∈ (Mnp(K))2 , A+B = B +A ;
• L’élément neutre est 0Mn,p , c’est à dire :

∀A ∈ Mnp(K), ; 0n,p +A = A
• Le symétrique de A ∈ Mnp(K) est −A : A+ (−A) = 0n,p.

2 Pour A et B deux éléments deMnp(K) et λ, µ deux éléments de K
quelconques :

• λ(A+B) = λA+ λB ;
• (λ+ µ)A = λA+ µA ;
• (λµ)A = λ(µA).
• 1KA = A
• 0.A = 0Mn,p
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Généralités Produit de matrices

Définition 3:

Pour A = (aij)1≤i≤n
1≤j≤r

∈Mnr(K) et B = (bij)1≤i≤r
1≤j≤p

∈Mrp(K), on appelle

produit de A et B, et on note AB = (cij)1≤i≤n
1≤j≤p

∈Mnp(K) la matrice telle

que :

cij =

r∑
k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ airbrj .

REMARQUE : Pour que le produit AB existe, il faut que le nombre de colonnes
de A soit égal au nombre de lignes de B.
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Généralités Produit de matrices

Proposition 2(propriétés du produit matriciel)

Soit A ∈ Mnp(K), alors :

1 pour λ ∈ K et B ∈ Mpr(K), (λA)B = A(λB) = λAB ;

2 pour B ∈ Mnp(K) et C ∈ Mpr(K), (A+B)C = AC +BC ;

3 pour B ∈ Mpr(K) et C ∈ Mpr(K), A(B + C) = AB +AC ;

4 pour B ∈ Mpr(K) et C ∈ Mrs(K),(AB)C = A(BC) ;

5 0rnA = 0rp et A0pr = 0nr.

Proposition 3
Soit A ∈ Mn,p(K), B ∈ Mp,m alors

AB = (AB1 · · ·ABm)

où B1, · · · , Bm sont les colonnes de B.

AB =

 L1B
...

LnB


où L1, · · · , Lm sont les lignes de A.
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Généralités Transposée d’une matrice quelconque

Définition 4:

Soit A ∈ Mnp(K). On appelle matrice transposée de A et on note AT =
(a′ij) la matrice appartenant àMpn(K) définie par :

∀i ∈ J1; pK,∀j ∈ J1; nK, a′ij = aji.

.

REMARQUE : Transposer une matrice revient à transformer les colonnes en ligne
et les lignes en colonne.
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Généralités Transposée d’une matrice quelconque

Proposition 4(propriétés de la transposition)

1 Pour A ∈Mnp(K), (AT )T = A;

2 Pour A et B deux éléments deMnp(K) (A+B)T = AT +BT ;

3 Pour A ∈Mnp(K) et λ ∈ K, (λA)T = λAT ;

4 Pour A ∈Mnr(K) et B ∈Mrp(K), (AB)T = BTAT .
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Généralités Matrices élémentaires

Définition 5:

Pour (i; j) ∈ J1; nK × J1; pK, on appelle matrice élémentaire et on note
Eij ∈ Mnp(K) la matrice dont le seul coefficient non nul est égal à 1 et
est situé à l’intersection de la ligne i et de la colonne j.

Toute matrice peut s’écrire comme combinaison linéaire des matrices

élémentaires. En effet, si A ∈Mnp(K) alors : A =
∑

(i; j)∈J1; nK×J1; pK

aijEij .

Proposition 5
1 Si Eij ∈Mn,r(K) et Ejℓ ∈Mr,p alors EijEjℓ = Eiℓ ∈Mn,p.

2 Si Eij ∈Mn,r(K) et Ekℓ ∈Mr,p EijEkℓ = 0np.

REMARQUE : La proposition précédente s’écrit également de façon plus
condensée : EijEkℓ = δjkEiℓ où δjk vaut 1 si j = k et 0 sinon (ce symbôle est
appelé symbole de Kronecker).
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Généralités Écriture matricielle d’un système linéaire à l’aide du produit de matrices

Soit (S)


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1pxp = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2pxp = b2
...
an1x1 + an2x2 + . . .+ anpxp = bn

; avec aij , bi ∈ K

(S) s’écrit matriciellement : AX = B (Ici AX est le produit de la matrice A avec
la matrice X) d’inconnue la matrice colonne X .

où A =


a11 a12 . . . a1p
a21 a22 . . . a2p
...

an1 an2 . . . anp

, B =


b1
b2
...
bn

 ∈Mn,1(K),

X =


x1

x2

...
xp

 ∈Mp,1(K).
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Généralités Écriture matricielle d’un système linéaire à l’aide du produit de matrices

Proposition 6

On note (S) : AX = B et (SH) : AX = 0 son système homogène associé.

1 Si XH est solution de (SH) et X0 est solution de (S), alors X0 +XH

est solution de (S).

2 Réciproquement, toute solution X de (S) s’écrit sous la forme :
X = X0 +XH , où X0 est solution de (S) et XH est solution de (SH).
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Généralités Les exercices du jour

Exercice 1

[M1] Soient A =

1 0 −1
2 3 2
1 4 5

, B =

 2 1
−3 5
0 −4

, C =

(
1 0
−1 2

)
et

D =

(
1 −3 4
2 2 1

)
. Calculer tous les produits possibles de deux matrices

parmi les matrices précédentes.
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Généralités Les exercices du jour

Exercice 2

[M6] Donner l’écriture matricielle de ces systèmes linéaires puis les résoudre.
Dites si le système est compatible et dans ce cas, analysez une solution
particulière et une solution du système homogène dans votre ensemble de
solutions.

(a)

 x+ y + z = 1
x+ 2y + 3z = 2
2x+ 3y + 4z = 0

; (b)


x+ y + z + t = 4
x+ y + 2z + 2t = 0
x+ y + 2z + 3t = 1
x+ 2y + 3z + 4t = 0

;

(c)

 x+ y + z + t = 4
x+ y + 2z + 2t = 0
x+ y + 2z + 3t = 0

.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulières Produit de matrices carrées

REMARQUE : Si A ∈Mn(K) et B ∈Mn(K), alors : AB ∈Mn(K). On dit que
le produit matriciel est une loi de composition interne pourMn(K).

Définition 6:

La matrice identitée noté In ∈ Mn(K) est telle que tous ses coefficients
sont nuls sauf les coefficients diagonaux égaux à 1.

Proposition 7

DansMn(K), le produit matriciel est :

• associatif : A(BC) = (AB)C ;

• non commutatif : AB ̸= BA en toute généralité.

• admet un élément neutre : ∀A ∈Mn(K), AIn = InA = A.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulières Puissances de matrices carrées

Notation : Pour A ∈Mn(K), on note : A0 = In, A
1 = A et pour tout

n ≥ 2, An = AA . . . A︸ ︷︷ ︸
n matrices

.

Proposition 8(binôme de Newton)

Soient A et B deux éléments de Mn(K) qui com-
mutent, c’est à dire tels que : AB = BA. Alors

(A+B)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
AkBn−k =

n∑
k=0

(
n
k

)
BkAn−k.

�

Il faut absolument vérifier AB = BA. En effet, sinon, pour n = 2,
(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 + AB +BA︸ ︷︷ ︸

̸=2AB en toute généralité

+B2.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulières Matrices triangulaires et diagonales

Définition 7:
Soit A = (aij) ∈ Mn(K). On dit que A est :

1 triangulaire supérieure lorsque : aij = 0 pour i > j :

A =


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

...
. . .

. . .
...

0 0 . . . ann

.

2 triangulaire inférieure lorsque : aij = 0 pour i < j :

A =


a11 0 . . . 0

a21 a22

. . . 0
...

...
. . .

...
an an2 . . . ann

.

REMARQUE : On dit que A diagonale lorque A est triangulaire supérieure et
triangulaire inférieure.

Proposition 9

Le produit de matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est triangulaire
supérieur (resp. inférieur).
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulières Les matrices symétriques ou anti-symétriques

Définition 8:
Soit A = (aij) ∈ Mn(K). On dit que A est :

1 symétrique si AT = A ;

On note Sn(K) l’ensemble des matrices symétriques.

2 antisymétrique si AT = −A. On note An(K) l’ensemble des matrices
antisymétriques.

REMARQUE : A est symétrique si et seulement si :

A =


a11 a12 . . . a1n
a12 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . ann

.

A est antisymétrique si et seulement si

A =


0 a12 . . . a1n

−a12 0 . . . a2n
...

...
. . .

...
−a1n −a2n . . . 0

.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulières Les matrices symétriques ou anti-symétriques

Proposition 10Stabilité

Soient A et B deux matrices symétriques (resp.antisymétriques). Alors :

1 A+B est symétrique (resp. antisymétrique) ;

2 Pour λ ∈ K, λA est symétrique (resp. antisymétrique).

�

Le produit de deux matrices symétriques n’est pas forcément symétrique.
De même pour les matrices antisymétriques. Par exemple, pour A =(
1 2
2 1

)
et B =

(
2 1
1 1

)
, nous avons A et B symétriques, mais AB =(

4 3
5 3

)
n’est pas symétrique.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulières Les exercices du jour

Exercice 3

[M1] On note A = (aij) ∈ Mn(R) telle que : aij =
1

j
. Montrer que

A2 = λA avec λ ∈ R à préciser.

Exercice 4

[M1] On note ω = e
2iπ
n et A = (ω(k−1)(j−1))1≤k,j≤n.

Calculer alors AA où A est la matrice dont les coefficients sont les conjugués
des coefficients de A.

Exercice 5

[M1] Soit L ∈ Mn,1(K), C ∈ M1,n(K). Que peut-on dire des tailles des
matrices LC?CL? Quelle est leur expression ?
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulières Les exercices du jour

Exercice 6

[M2] Soit A =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1

 et soit B = A− I3.

(Q 1) Calculer B2, B3, puis Bn pour n ≥ 3.

(Q 2) En déduire An pour tout entier n.

Exercice 7

[M5] Pour A ∈ Mnp(K), on pose : S = AAT ∈ Mn(K). Montrer que S
est symétrique.
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Matrices inversibles Définition et première propriété

Définition 9:

Soit A ∈ Mn(K). On dit que A est inversible lorsque A lorsqu’il existe
B ∈ Mn(K) telle que : AB = BA = In. On note alors B = A−1 et on
appelle B l’inverse de A.

Notations : On note GLn(K) l’ensemble des matrices inversibles.

Proposition 11(propriétés algébriques des matrices inversibles)

GLn(K) muni du produit matriciel est un groupe. Plus précisement :

1 Si A est inversible, alors A−1 est inversible et l’inverse de A−1 est A :
(A−1)−1 = A ;

2 Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et son inverse est
B−1A−1 : (AB)−1 = B−1A−1 ;

3 Si A est inversible, alors AT est inversible et (AT )−1 = (A−1)T .
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Matrices inversibles Inversibilité de matrices particulières

Proposition 12

Si A ∈ Mn(K) et A a une ligne ou une colonne nulle, alors A n’est pas
inversible.

Proposition 13
1 Une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est inversible si et

seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

2 L’inverse d’une matrice triangulaire inversible est triangulaire.
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Matrices inversibles Inversibilité et opérations élémentaires sur les matrices

Définition 10:

Soient n ∈ N∗, (i, j) ∈ J1; nK2, i ̸= j , λ ∈ K∗. On appelle

1 matrice de dilatation une matrice d’expression :

Di(λ) =

n∑
k=1,k ̸=i

Ekk + λEii ∈Mn(K).

2 matrice de transvection une matrice d’expression :

Tij(λ) = In + λEij ∈Mn(K).

3 matrice de permutation une matrice d’expression :

Pij =

n∑
k=1,k ̸=i,k ̸=j

Ekk + Eij + Eji ∈Mn(K).
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Matrices inversibles Inversibilité et opérations élémentaires sur les matrices

Proposition 14

Soit A ∈Mnp(K) ; λ ∈ K∗; i; j ∈ {1; · · · ;n}; i ̸= j Effectuer les opérations
élémentaires suivantes sur les lignes de la matrice (ou du système) :

• Li ← λLi revient à multiplier A à gauche par Di(λ).

• Li ↔ Lj revient à multiplier A à gauche par Pij .

• Li ← Li + λLj revient à multiplier la matrice A à gauche par Tij(λ).
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Matrices inversibles Inversibilité et opérations élémentaires sur les matrices

Proposition 15

Les matrices élémentaires sont inversibles et ∀(i; j) ∈ J1; nK2(i ̸= j) :

1 Di(λ)
−1 = Di(

1
λ );

2 Tij(λ)
−1 = Tij(−λ);

3 P−1
ij = Pij .

1 Si A ∼L B et B est inversible, alors A est inversible.

2 Si A ∼L B et B n’est pas inversible, alors A n’est pas inversible.

conséquence :
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Matrices inversibles Caractérisations de l’inversibilité

Théorème 1

Soit A ∈Mn(K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) A est inversible ;

(b) L’équation d’inconnue X ∈Mn1(K), AX = 0 n’admet que la
solution nulle ;

(c) Pour tout Y deMn,1(K), le système AX = Y admet une unique
solution.
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Matrices inversibles Les exercices du jour

Exercice 8

[M3] Soit A =

(
1 1
0 1

)
1 Calculer A2.

2 Vérifier qu’il existe a; b ∈ R;A2 = aA+ bI2.

3 En déduire que A est inversible et donner A−1.

Exercice 9

[M3] Montrer que A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 est inversible et calculer A−1.
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Matrices inversibles Les exercices du jour

Exercice 10

[M3] J =

1 · · · 1
...

...
1 · · · 1

 ∈ Mn(K), n ≥ 2. Montrer que J n’est pas inver-

sible.
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