Mathématiques PTSI

Lycée Déodat de Séverac



A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :

@

[

Réaliser un produit de matrices avec les bonnes tailles et maitriser la
formule associée ;

Calculer des puissances de matrices carrées, notamment a I'aide du binéme
de Newton ;

Montrer qu'une matrice est inversible, connaitre sa définition ainsi que ses
différentes caractérisations et calculer I'inverse d'une matrice inversible ;

Faire le lien entre opérations élémentaires et produit matriciel ;
Maitriser la transposition de matrices.

Comprendre la structure des solutions d'une systéme linéaire.
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Notations : On note ci-dessous, sauf mentions contraires : K =R ou C.
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Définition 1:

© On note :

Soient n et p deux entiers strictement positifs.

Ensemble des matrices

@ On appelle matrice de taille np et 2 coefficients dans K tout tableau a n lignes et
p colonnes. On note :

aip
a2p
, avec ajj € K.

Anp

@ On dit que deux matrices de taille np et a coefficients dans K sont égales lorsque
leurs coefficients sont égaux ;

Q M, (K) I'ensemble des matrices de taille np et a coefficients dans K,
Q O, I'élement de M,,;,(KK) dont tous les coefficients sont égaux a 0,

© Lorsque p = n, on dit que la matrice est carrée, et on écrit plus simplement :

Q M, (K) au lieu de My, (K),
Q@ O, aulieu de Opp,.
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Généralités  Ensemble des matrices

REMARQUE : Nous utilisons également les notations :
Q A= (aj)i<i<n;

1<j<p
Q A=(C1,Cy,...,Cp) ol Cy,Cy,...,C, sont les colonnes de A;
L
Ly
Q A= . |,ou Ly, Ly,..., Ly, sont les lignes de A.
L,
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Généralités  Combinaison linéaire de matrices

Définition 2:
Pour A = (aij)1<i<n,, B = (bij)1<i<n,, A € K, on note :
1<5<p 1<5<p
Q@ A+ B la matrice de M,,,(K), de coefficients :

Vi e [1;n],Vj € [1,p], ai; + by;

@ )MA la matrice de M,,,(K), de coefficients :

Vi€ [L;in];Vj € [1;p],  Aaj.
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Généralités  Combinaison linéaire de matrices

Proposition 1(structure d'espace vectoriel)

Q@ (M, ,(K),+) est un groupe abélien. Plus précisément :
Q Pour tous (4; B) € (Myy(K))*>, A+B=B+A4;
Q L’élément neutre est On,, ,, C'est a dire :
VA € Mup(K), ;0pp+ A=A

Q Le symétrique de A € My,,(K) est —A : A+ (—A) = On,p.
@ Pour A et B deux éléments de M,,,(K) et A, 1 deux éléments de K

quelconques :
AMA+ B)=XA+ )\B;
A+ p)A=XA+ pA;
(A A = A(pA).
kA=A
0.A =0, ,

00000
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Généralités  Produit de matrices

Définition 3:
Pour A = (a;j)1<i<n € Mpr(K) et B = (b;;)1<i<r € Myp(K), on appelle
1<j<r 1<j<p
produit de A et B, et on note AB = (c”)1<l<n € M,,p(K) la matrice telle
1<5<
que : sI=p
Cij = Z aikbkj = ai1b1j T aizbgj + ...+ ai,«b,«j.
k=1

REMARQUE : Pour que le produit AB existe, il faut que le nombre de colonnes
de A soit égal au nombre de lignes de B.
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Généralités  Produit de matrices

Proposition 2(propriétés du produit matriciel)

Soit A € Myp(K), alors :
© pour A € Ket B € Myp-(K), (AMA)B = A(AB) = AAB;
@ pour B € Mpp(K) et C € Mp(K), (A+ B)C = AC + BC;
© pour B € My (K) et C € My, (K), A(B+C)=AB+ AC;
@ pour B € Mp,-(K) et C € Mys(K),(AB)C = A(BC);
Q 0,nA =0,y et A0y, = Opy.

Proposition 3

Soit A € My, »(K), B € Mp,m alors
AB = (AB1---ABn)
ou Bi,- -, By, sont les colonnes de B.
LB
AB = :
Lr;B
ou Ly, -+, Ly sont les lignes de A.
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Généralités  Transposée d'une matrice quelconque

Définition 4:
Soit A € M,,,(K). On appelle matrice transposée de A et on note AT =
(aj;) la matrice appartenant a M,,,(K) définie par :

Vi € [1; p],Vj € [1; n], a;j = Qji-

REMARQUE : Transposer une matrice revient a transformer les colonnes en ligne
et les lignes en colonne.
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Généralités  Transposée d'une matrice quelconque

Proposition 4(propriétés de la transposition)
@ Pour A € M,,,(K), (AT)T = A;
@ Pour A et B deux éléments de M,,,(K) (A + B)T = AT + BT;
Q Pour A € M,,,(K) et A € K, (A\A)T = NAT;
Q Pour A € M, (K) et B € M,,(K), (AB)T = BT AT,
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Généralités  Matrices élémentaires

Définition 5:
Pour (i; j) € [1; n] x [1; p], on appelle matrice élémentaire et on note
E;; € Myp(K) la matrice dont le seul coefficient non nul est égal a 1 et
est situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne j.

Toute matrice peut s'écrire comme combinaison linéaire des matrices

élémentaires. En effet, si A € M,,,,(K) alors : A = Z ai; Eij.
(4 5)€ll; n]x[1; pl

Proposition 5
QSi Eij € Mmr(K) et Ejg € an alors EijEjg =F;y € Mmp.
QSi E;; ¢ MMT(K) et By € Mhp EiiEye = Opp.

REMARQUE : La proposition précédente s'écrit également de facon plus
condensée : E;; Eyy = 0, E;¢ ol 0j, vaut 1 si j =k et 0 sinon (ce symbdle est
appelé symbole de Kronecker).
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Généralités Ecriture matricielle d’un systeme linéaire a I'aide du produit de matrices

a11x1 + aexe + ...+ A1pTp = b1

. 911 + ago2xo + ... + a2pTp = b2
Soit () ) ; avec ai;,b; € K

An1%1 + Ap2Z2 + ...+ AppTp = bn

(S) s'écrit matriciellement : AX = B (Ici AX est le produit de la matrice A avec
la matrice X) d’inconnue la matrice colonne X .

a1 a2 -.. Q1p bl
. as1 a9 a2p b2
ol A= , B= € M, 1(K),
Gpl  Ap2 Qnp bn
T
T2
X = € Mp71(K)
Tp
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Généralités Ecriture matricielle d’un systeme linéaire a I'aide du produit de matrices

Proposition 6
On note (S) : AX = B et (Sg) : AX = 0 son systéme homogene associé.
@ Si X g est solution de (Sy) et X est solution de (S), alors Xy + Xy
est solution de (S).

@ Réciproquement, toute solution X de (S) s'écrit sous la forme :
X = Xo+ Xpg, ol X est solution de (S) et Xy est solution de (Sp).

v
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Généralités Les exercices du jour

Exercice 1
1 0 -1 2 1 1 0
[M1] Soient A= (2 3 2 |, B=|-3 5|, C = (_1 2) et
1 4 5 0 -4

2 2 1
parmi les matrices précédentes.

D = <1 = 4). Calculer tous les produits possibles de deux matrices
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Généralités

Exercice 2

[M6] Donner I'écriture matricielle de ces systemes linéaires puis les résoudre.
Dites si le systeme est compatible et dans ce cas, analysez une solution
particuliere et une solution du systéme homogene dans votre ensemble de

solutions.

z+y+z=1
(@) 4 z+2y+32=2
2+ 3y+42=0

r+y+z+t=4

() z4+y+22+2t=0 .

r+y+2z4+3t=0

r+y+z+t=4
T+y+22+2t=0
r+y+2z+3t=1
T+2y+32+4t=0
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres

Plan

@ Généralités

© Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres
Produit de matrices carrées

@ Puissances de matrices carrées

@ Matrices triangulaires et diagonales

o

o

Les matrices symétriques ou anti-symétriques
Les exercices du jour

© Matrices inversibles
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres Produit de matrices carrées

REMARQUE : Si A € M, (K) et B € M, (K), alors : AB € M,,(K). On dit que
le produit matriciel est une loi de composition interne pour M., (K).

Définition 6:
La matrice identitée noté I, € M, (K) est telle que tous ses coefficients
sont nuls sauf les coefficients diagonaux égaux a 1.

Proposition 7
Dans M,,(K), le produit matriciel est :
Q associatif : A(BC) = (AB)C;
Q non commutatif : AB # BA en toute généralité.
Q admet un élément neutre : VA € M, (K), A, = I,A=A.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres Puissances de matrices carrées

Notation : Pour A € M,,(K), on note : A% =1I,,, A' = A et pour tout
n>2 A" = AA... A
—_——

n matrices

Proposition 8(bindme de Newton)
Soient A et B deux éléments de M,(K) qui com-

mutent, c'est a dire tels que : AB = BA. Alors
n _ n kpn—k _ n k gn—Fk
(A+ B) k0<k>AB ];(k)BA .

Il faut absolument vérifier AB = BA. En effet, sinon, pour n = 2,
@ (A+B)?=(A+B)(A+B) =A%+ AB + BA +B2.
—_——

#2AB en toute généralité
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres Matrices triangulaires et diagonales

Définition 7:
Soit A = (a;j) € My (K). On dit que A est :

@ triangulaire supérieure lorsque : a;; = 0 pour i > j :

ail a2 000 QA1n
0 a2 ... a2

A=
0 0 e QAnn

@ triangulaire inférieure lorsque : a;; = 0 pour ¢ < j :

ail 0 0

as  asz - 0
A=

Op  @p2 oo G
v

REMARQUE : On dit que A diagonale lorque A est triangulaire supérieure et
triangulaire inférieure.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres Les matrices symétriques ou anti-symétriques

Définition 8:
Soit A = (aj;) € Mn(K). On dit que A est :
@ symétrique si AT = A;
On note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques.

@ antisymétrique si AT = —A. On note A, (K) I'ensemble des matrices
antisymétriques.

REMARQUE : A est symétrique si et seulement si :

ail @12 ... Qln
a2 a22 <. Q2n
A=
ain  A2n ... Qnn
A est antisymétrique si et seulement si
0 a12 .. Qln
—ai2 0 .. a2n
A=
—ain —Q2n ... 0
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres Les matrices symétriques ou anti-symétriques

Proposition 10Stabilité
Soient A et B deux matrices symétriques (resp.antisymétriques). Alors :
Q A + B est symétrique (resp. antisymétrique) ;
@ Pour A € K, M\A est symétrique (resp. antisymétrique).

Le produit de deux matrices symétriques n'est pas forcément symétrique.
De méme pour les matrices antisymétriques. Par exemple, pour A =

@ (; ?) et B = <? }) nous avons A et B symétriques, mais AB =

L9 n'est pas symétrique
5 3 pas sy que.
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres Les exercices du jour

Exercice 3

1
[M1] On note A = (a;;) € M,(R) telle que : a;; = 7 Montrer que
A? = XA avec \ € R a préciser.

Exercice 4

[M1] On note w = e** et A = (W*FDU-D) 4 ey,

Calculer alors AA ot A est la matrice dont les coefficients sont les conjugués
des coefficients de A.

Exercice b

[M1] Soit L € M, 1(K),C € M, ,(K). Que peut-on dire des tailles des
matrices LC?7CL? Quelle est leur expression ?
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Produit de matrices carrées et matrices carrées particulieres Les exercices du jour

Exercice 6
1
[M2] Soit A= | 0

@ Calculer B2, B3, puis B™ pour n > 3.
& En déduire A™ pour tout entier n.

et soit B=A — Is.

v
Exercice 7
[M5] Pour A € M,,(K), on pose : S = AAT € M,,(K). Montrer que S
est symétrique.
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Matrices inversibles
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Matrices inversibles Définition et premigre propriété

Définition 9:
Soit A € M, (K). On dit que A est inversible lorsque A lorsqu'il existe

B € M, (K) telle que : AB = BA = I,,. On note alors B = A~! et on
appelle B I'inverse de A.

Notations : On note GL,,(K) I'ensemble des matrices inversibles.

Proposition 11(propriétés algébriques des matrices inversibles)

GL,,(K) muni du produit matriciel est un groupe. Plus précisement :

@ Si A est inversible, alors A~1 est inversible et I'inverse de A= est A :
(AT~ =45

@ Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et son inverse est
B7'A71 . (AB)"'=B"tA1;
© Si A est inversible, alors AT est inversible et (AT)~t = (A~1)T.
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Matrices inversibles Inversibilité de matrices particulieres

Proposition 12

Si A € M, (K) et A a une ligne ou une colonne nulle, alors A n'est pas
inversible.

Proposition 13

@ Une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est inversible si et
seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

© L'inverse d’une matrice triangulaire inversible est triangulaire.
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Matrices inversibles Inversibilité et opérations élémentaires sur les matrices

Définition 10:
Soient n € N*, (4,5) € [1; n]?,i # 3, A € K*. On appelle
@ matrice de dilatation une matrice d'expression :

Di(N) = > Egk+AE; € My(K).
k=1,k+i
@ matrice de transvection une matrice d'expression :

© matrice de permutation une matrice d'expression :

n
1Py = Z Ey, + Eij + Ej; € M, (K).
Poil, . [
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Matrices inversibles Inversibilité et opérations élémentaires sur les matrices

Proposition 14

Soit A € M, (K); A € K*;4;5 € {1;---;n}; i # j Effectuer les opérations
élémentaires suivantes sur les lignes de la matrice (ou du systéme) :

Q L; <+ AL; revient a multiplier A a gauche par D;(\).

Q L; & L; revient a multiplier A a gauche par P;;.

Q L;< L+ AL, revient a multiplier la matrice A a gauche par T;;(\).
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Matrices inversibles Inversibilité et opérations élémentaires sur les matrices

Proposition 15
Les matrices élémentaires sont inversibles et V(i; ) € [1; n]?(i # j) :
Q@ Di(N)~! = Di(3);
Q@ Ty(N) ! =Ti(=N);
®F —-F

conséquence :
% Q@ Si A~ B et B est inversible, alors A est inversible.

© Si A~y B et B n'est pas inversible, alors A n'est pas inversible.
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Matrices inversibles  Caractérisations de I'inversibilité

Théoreme 1
Soit A € M,,(K). Les propositions suivantes sont équivalentes :
@ A estinversible;

@ L’équation d'inconnue X € M,,1(K), AX = 0 n'admet que la
solution nulle;

@ Pour tout Y de M,, 1(K), le systetme AX =Y admet une unique
solution.
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Matrices inversibles Les exercices du jour

Exercice 8
. 1 1
[M3] Soit A = (o 1)
@ Calculer A2

@ Vérifier qu'il existe a;b € R; A2 = a A + bl.
@ En déduire que A est inversible et donner A—1.

Exercice 9

[M3] Montrer que A = est inversible et calculer A~1.

— = N
[ NS
O~
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Matrices inversibles Les exercices du jour

Exercice 10

M3] J = |: 1| € My (K),n > 2. Montrer que J n'est pas inver-

sible.
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