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Bijections et fonctions réciproques usuelles
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I'issue de ce chapitre vous devez savoir :
Etudier la bijectivité d’une application quelconque;
Calculer I'application réciproque d'une application quelconque;

Montrer la bijectivité d'une fonction réelle;

© & 6 6

Manipuler les fonctions trigonométriques réciproques.
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Injectivité, surjectivité, bijectivité

Plan

o Injectivité, surjectivité, bijectivité
@ Définitions et premiéres propriétés
@ Applications réciproques
@ Composition d'applications injectives, surjectives, bijectives
@ Les exercices du jour

© Bijectivité et fonctions réelles

© Fonctions trigonométriques réciproques
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Injectivité, surjectivité, bijectivité ~ Définitions et premiéres propriétés

Définition 1:
Soit f : E — F une application. On dit que f est :
@ injective lorsque : V(x; y) € E?, f(x) = f(y) = x = y (tout élément
de F admet au plus un antécédent);
@ surjective lorsque : Vy € F,3z € E /y = f(x) (tout élément de F’
admet au moins un antécédent) ;
@ bijective lorsque f est surjective et injective (tout élément de F
admet exactement un antécédent).

Onnote f : E — F, y € F et on regarde |'équation (E) (d'inconnue z) f(z) = y.
Alors :
@ f est injective lorsque (E) admet une unique solution ou n’en a pas, et ce
quel que soit y € F.
@ f est surjective lorsque (E) admet une (ou plusieurs) solution quel que soit
yeF.
@ f est bijective lorsque (E) admet une unique solution, et ce quel que soit
yeF.
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| f:E — F est surjective si et seulement si f(E) = F.




Injectivité, surjectivité, bijectivité  Applications réciproques

= Définition et résultat fondamental :

Définition 2:
Soit f : E — F. On appelle application réciproque de f, lorsqu’elle existe,
et on note f~!, I'application de F vers E et telle que :

VyeF,fof ' (y) =y
VeeE, flof(x)=2"

Théoreme 1

Une application f : E — F' admet une application réciproque si et seulement
si elle est bijective.

conséquence :

Si f: E — F est bijective, alors f~! : FF — E est bijective. En effet,
y . . ;. cs N -1 i 1 —1
I'application réciproque associée a f~!est f: (f71) " =f.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 8/35



Injectivité, surjectivité, bijectivité  Applications réciproques

=> Calcul pratique d'une application réciproque :

Pour calculer =1, on résout I'équation f(x) =y d'inconnue z. En effet :

f@)=y ez=[f")

Ainsi, la solution x correspond 3 |'expression de f~!.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 9/35



Injectivité, surjectivité, bijectivité Composition d'applications injectives, surjectives, bijectives

Proposition 2
Soient f: E — F et g : F — G deux applications.

@ Si f et g sont injectives alors go f : E — G est injective.
@ Si f et g sont surjectives alors go f : E — G est surjective.
© Si f et g sont bijectives alors go f : E — G est bijective. De plus :

(gof)t=flog™.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 11/35



Injectivité, surjectivité, bijectivité  Les exercices du jour

Exercice 1

[-M1-M2-] On note f : N — N définie par f(n) = 2n + 1. En utilisant les
définitions, détectez si I'application f est injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 2

[-M1-M2-] Montrer que I'application f : [—1; +oo[— R™T définie par f(x) =
v/1 + x est bijective et calculer son application réciproque.
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Injectivité, surjectivité, bijectivité  Les exercices du jour

Exercice 3

-M1-M2-] Soit f : R? — R? avec f((x = (x +y,x — y). Vérifier que
[ Y YT —y q
f est bijective et donner |'expression de son application réciproque 1.

Exercice 4

[-M1-M2-] Dans le plan complexe, une rotation de centre O et d'angle
admet-elle une application réciproque ? Si oui, quelle-est-elle ?
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Bijectivité et fonctions réelles

Plan

o Injectivité, surjectivité, bijectivité

@ Bijectivité et fonctions réelles
@ Théoreme de la bijection
o Courbes représentatives d'une fonction et de sa réciproque
@ Régularité de I'application réciproque
@ Les exercices du jour

© Fonctions trigonométriques réciproques
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Bijectivité et fonctions réelles ~ Théoréme de la bijection

Théoreme 2(de la bijection.)

Soient I un intervalle et f : I — R une fonction strictement monotone
et continue.
@ f induit une bijection de I sur l'intervalle J = f(I);

@ De plus, J = f(I) est un intervalle de R que I'on détermine a partir
du tableau de variations de f.
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Bijectivité et fonctions réelles Courbes représentatives d’une fonction et de sa réciproque

Proposition 3

Soit f une application admettant une application réciproque f~!. Alors, la
courbe représentative de ! est le symétrique de la courbe représentative
de f par rapport a la droite d’équation y = x.
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Bijectivité et fonctions réelles Régularité de I'application réciproque

Proposition 4
Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I et strictement monotone
sur I. Alors :
@ Si f est continue sur I, son application réciproque est continue sur
J = f(I).
@ Si f est dérivable sur I et Va € I, f'(x) # ? alors f=1 est dérivable

sur J = f(I) et Vy € J, (f_l)l(y) TPy

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 21/35



Bijectivité et fonctions réelles Les exercices du jour

Exercice 5

[-M3-] Montrer que f définie par f(z) = In(z + 1) — In(2z) — 1 induit une
bijection de ]0; +oo[, vers un ensemble que |'on précisera.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) 23 /35



Fonctions trigonométriques réciproques

Plan

@ Injectivité, surjectivité, bijectivité
@ Bijectivité et fonctions réelles

© Fonctions trigonométriques réciproques
@ Fonction arcos
@ Fonction arcsin
@ Fonction arctan
@ Les exercices du jour
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcos

Définition 3:
La restriction de la fonction cos a lintervalle [0; 7] est strictement
décroissante et continue. Elle induit donc une bijection de I = [0; ] vers
cos(I) = [—1; 1]. On appelle < arc cosinus >, et on note Arcos, sa fonction
réciproque associée, définie sur [—1; 1].

conséquences :

@ Yy € [—1; 1], I'équation cos(x) = y admet une unique solution
x € [0; m]. On note z = Arcos(y) cette solution.

@ Vz €[0; 7], Arcos(cos(z)) =z, Vy € [—1; 1], cos(Arcos(y)) = y.

REMARQUE : Nous n'avons pas : Vo € R, Arcos(cos(z)) = x. Par exemple :
Arcos(cos(27)) = Arcos(1) = 0.
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcos

Proposition 5
La fonction Arcos est continue sur [—1; 1], dérivable sur | — 1; 1] et V& €

] —1; 1], Arcos'(z) = —ﬁ.

Tableau de variations :

T —1 0 1
Arcos’(z) H - -1 - ‘

Arcos
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcsin

Définition 4:
La restriction de la fonction sin a l'intervalle [—g, g] est continue et stric-
tement croissante. Elle induit donc une bijection de I = [—g,g} vers

sin(I) = [—1; 1]. On appelle < arc sinus >, et on note Arcsin, sa fonc-
tion réciproque associée, définie sur [—1,1].

conséquences :
@ Yy € [—1; 1], I'équation sin(x) = y admet une unique solution

T . .
T € |~5; 5} On note & = Arcsin(y) cette solution.

@ Vre [—g; g} , Arcsin(sin(z)) = z, Vy € [—1; 1], sin(Arcsin(y)) = y.

REMARQUE : Nous n'avons pas : Va € R, Arcsin(sin(x)) = x. Par exemple :
Arcsin(sin(27)) = Arcsin(0) = 0.
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcsin

Proposition 6
La fonction Arcsin est continue sur [—1; 1], dérivable sur | — 1; 1] et

Vz €] —1; 1], Arcsin’(z) = !

V1—22

Tableau de variations :

T -1 0 1
Arcsin’ () H + 1 + H
g
Arcsin 0/
_E/
2
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arctan

Définition 5:
La restriction de la fonction tan a I'intervalle |—Z; Z[ est continue et

strictement croissante. Elle induit donc une bijection de I = |—Z; Z|[ vers
tan(I) = R. On appelle < arc tangente >et on note Arctan sa fonction

réciproque associée.

conséquences :
@ Vy € R, I'équation tan(z) = y admet une unique solution
x €]—%; 2] On note z = Arctan(y) cette solution.

@ Vze]-Z; Z[,Arctan(tan(z)) = z, Vy € R, tan(Arctan(y)) = y.

)
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Fonctions trigonométriques réciproques

Proposition 7

Fonction arctan

La fonction Arctan est continue et dérivable sur R, et Vo € R,

Arctan’(z)

T 1ta?

Tableau de variations :

T —00 0 +o0
Arctan’(x) + 1
/ g
Arctan /0
-3
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Fonctions trigonométriques réciproques Les exercices du jour

Exercice 6

[[M4-] Montrer I'égalité : tan(arcos(z)) = pour © €
X
[~1; 0[U]o; 1].
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