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Injectivité, surjectivité, bijectivité
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Injectivité, surjectivité, bijectivité ~ Définitions et premiéres propriétés

Définition :
Soit f: E — F une application. On dit que f est :
@ injective lorsque : V(x; y) € E?, f(x) = f(y) = x = y (tout élément
de F admet au plus un antécédent);
@ surjective lorsque : Vy € F,3z € E /y = f(x) (tout élément de F
admet au moins un antécédent) ;
@ bijective lorsque f est surjective et injective (tout élément de F
admet exactement un antécédent).

Onnote f : E — F, y € F et on regarde |'équation (E) (d'inconnue z) f(z) = y.
Alors :
@ [ est injective lorsque (E) admet une unique solution ou n'en a pas, et ce
quel que soit y € F.
Q [ est surjective lorsque (E) admet une (ou plusieurs) solution(s) quel que
soit y € F.
@ f est bijective lorsque (E) admet une unique solution, et ce quel que soit
ye k.
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Injectivité, surjectivité, bijectivité ~ Définitions et premieres propriétés

Proposition

| f: E — F est surjective si et seulement si f(E) = F.

REMARQUE : En particulier, toute application f : ' — F' induit une surjection
de E vers f(E).

Exercice

1
On note f : R* — R définie par f(z) =z + —.
x

@ Déterminer les antécédents de 3.
@ L'application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
@ Déduire f(R*) de I'étude ci-dessus.
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Injectivité, surjectivité, bijectivité  Applications réciproques

= définition et résultat fondamental :

Définition :
Soit f : E — F. On appelle application réciproque de f, lorqu’elle existe,
et on note f~!, I'application de F vers E et telle que :

VyeF,fof ' (y) =y
VeeE, flof(x)=2"

Théoreme

Une application f : E — F' admet une application réciproque si et seulement
si elle est bijective.

conséquence :

Si f: E — F est bijective, alors f~! : FF — E est bijective. En effet,
y . . s . cs N -1 i 1 —1
I'application réciproque associée a f~!est f: (f71) " =f.
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Injectivité, surjectivité, bijectivité  Applications réciproques

=> calcul pratique d'une application réciproque :

Méthode : Pour calculer f=1, on résout I'équation f(z) = y d'inconnue z. En
effet :

s ax=f"1(y)car f7lof=idg et idr(z) = .

Ainsi, la solution z correspond 3 |'expression de f~1.

Exercice

Montrer que I'application f : [—1; +oo[— R™ définie par f(x) =

1+z
est bijective et calculer son application réciproque.
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Injectivité, surjectivité, bijectivité Composition d'applications injectives, surjectives et bijectives

Proposition
Soient f: E — F et g : F — G deux applications.

@ Si f et g sont injectives alors go f : E — G est injective.
@ Si f et g sont surjectives alors go f : E — G est surjective.

© Si f et g sont bijectives alors go f : E — G est bijective.
De plus (go f) "' = ftogt
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Bijectivité et fonctions réelles

Plan

@ Injectivité, surjectivité, bijectivité
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@ Régularité de I'application réciproque
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Bijectivité et fonctions réelles ~ Théoréme de la bijection

Théoreme (de la bijection.)

Soient I un intervalle et f : I — R une fonction strictement monotone
et continue.

@ f induit une bijection de I sur l'intervalle J = f(I);

@ De plus, J = f(I) est un intervalle de R que I'on détermine a partir
du tableau de variations de f.

Si f : R — R n'est pas continue sur R, f(R) n'est pas forcément
un intervalle. Par exemple, la fonction f : R — R définie par :

@ flx) = i—l—sll :;;(;0 n'est pas continue sur R et f(R) =] —
00; 0[U]1; 4o0] (ce qui_est différent de | Er_n f(z); EIE F(@)]).
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Bijectivité et fonctions réelles Courbes représentatives d’une fonction et de sa réciproque

Proposition

Soit f une application admettant une application réciproque f~!. Alors, la
courbe représentative de ! est le symétrique de la courbe représentative
de f par rapport a la droite d’équation y = x.
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Bijectivité et fonctions réelles Régularité de I'application réciproque

Proposition
Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I et strictement monotone
sur I. Alors :
@ Si f est continue sur I, son application réciproque est continue sur
J = f(I).
@ Si f est dérivable sur I et Vo € I, f'(x) # 0, alors f~! est dérivable
— -1\/ _
sur J=f(I)etVz e J, (f7') (y) = )
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Fonctions trigonométriques réciproques

Plan

@ Injectivité, surjectivité, bijectivité
@ Bijectivité et fonctions réelles

e Fonctions trigonométriques réciproques
@ Fonction arcos
@ Fonction arcsin
@ Fonction arctan
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcos

\ 4

rolx

Définition :
La restriction de la fonction cos a lintervalle [0; 7] est strictement
décroissante et continue. Elle induit donc une bijection de I = [0; ] vers
cos(I) = [—1; 1]. On appelle < arc cosinus >, et on note Arcos, sa fonction
réciproque associée, définie sur [—1; 1].
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcos

Proposition
La fonction Arcos est continue sur [—1; 1], dérivable sur | — 1; 1[ et Vz €

] —1; 1], Arcos'(z) = _\/%w?'

Tableau de variations :

T -1 0 1
Arcos'(z) H - -1 - ‘

Arcos
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcos

4

FIGURE 1 — Courbes représentatives des fonctions arcos (violet) et cos (vert).
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcsin

A
o 3 — _T s ™ 3
-5 2 ] ) 5
Définition :
La restriction de la fonction sin a I'intervalle [—%; Z] est continue et stric-
tement croissante. Elle induit donc une bijection de I = [—Z; Z] vers

sin(I) = [—1; 1]. On appelle < arc sinus >, et on note Arcsin, sa fonction
réciproque associée, définie sur [—1; 1].

REMARQUE : Nous avons donc :
Vo € [-7; §], Arcsin(sin(z)) = x, Vy € [-1; 1],sin(Arcsin(y)) = y.
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcsin

Proposition
La fonction Arcsin est continue sur [—1; 1], dérivable sur | — 1; 1] et
1
Vz €] — 1; 1], Arcsin'(z) = ——.
1— a2
Tableau de variations :
T -1 0 1
Arcsin’(z) H + 1 + H
/3
Arcsin /O
=
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcsin

4

FIGURE 1 — Courbes représentatives des fonctions arcsin (violet) et sin (vert)
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcsin

REMARQUE : La fonction Arcsin est impaire.

Mathématiques PTSI (Lycée Déodat de Séverac) Applications et fonctions réciproques usuelles 27 /33



Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arcsin

4

FIGURE 1 - Courbes représentatives des fonctions Arcsin (violet) et Arcos (vert).
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arctan

]

4 _Im 43w _pr 2 _ 7 Fm
2 2 2

Définition :
La restriction de la fonction tan a l'intervalle ]—g; %[ est continue et
—Z; [ vers

strictement croissante. Elle induit donc une bijection de I = ] 5
tan(I) = R. On appelle < arc tangente »et on note Arctan sa fonction

réciproque associée.

REMARQUE : Nous avons donc :
Ve € |-Z; Z[,Arctan(tan(z)) = z, Vy € R, tan(Arctan(y)) = y.
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arctan

Proposition

La fonction Arctan est continue et dérivable sur R, et Vo € R, Arctan'(m)

1
1+ 22"

Tableau de variations :

x —00 0 +00
Arctan’(z) + 1 +
/ g
Arctan /0
-3
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arctan
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Fonctions trigonométriques réciproques Fonction arctan

REMARQUES :
(1) La fonction Arctan est impaire;

(2) La courbe représentative de Arctan admet deux asymptotes horizontales
d'équations respectives y = 3 et y = — 3.
(3) Soit z =a+ib € C*,a # 0. Alors on peut obtenir un argument de ce nombre
a I'aide de la fonction Arctan. En effet,
a b
cos(f) = ———;sin(f) = ———. Ainsi :
() 1/6112_’_()2 () ‘/a2+62
tan(f) = b/a < 6 = Arctan (b/a) [n].
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