Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

TD 3
( Trigonométrie

Exercice 1 : Calculer les valeurs suivantes :

(a) cos (1465”); (b) tan (%), (c) sin (#).

-1
Exercice 2 : Calculer sin(6) sachant que cos(6) = V3 1 et —5 <6 <0.
Exercice 3 : [corrigé]  Résoudre les équations suivantes :
(a) sin(2z) = sin(x); (b) cos(z) = sin(3x);
.3 — () 3
(c) sin(z) = — cos(z); (d) tan(3z — 7/2) = %,

(e) sin(22)(v/3 + 2sin(22)) = 0;  (f) cos?(x) — 2 cos(z) + 3 = 0;
(g) cos(2x) — 3cos(z) = —2; (h) cos(2z) — sin(z) = 1;
(i) 1+ v/3sin(2z) — cos(4x) = 0; (j) V3 tan(z) + 4sin?(x) = 0;

(k) sin(27z) + sin(6z) = sin(4x); (1) 6cos(2x) — 1 = 6tan?(z).

Exercice4 :  [indications] Résoudre I’équation : cos?(z) + sin*(x) = 1.

Exercice 5 : [solutions]  Résoudre les inéquations suivantes :

(a) cos(z) < —@; (b) sin(2x) > sin(x);

(c) cos(2z) < cos(z); (d) cos(z) > cos (z — %) ;

(e) tan(z) < %; (f)v/3sin(z) — cos(x) > 0.
Exercice 6 : [indications] [solutions]  Soient a, b, ¢ trois réels positifs tels que: a + b+ ¢ = 7,

cos(a) = 3\ﬁ et sin(b) sin(c) = 1£00. Calculer :
(a sm(b + c) cos(b + c), tan(b + ¢);

0s(b) cos(c) et tan(b) tan(c);
(c an(b) et tan(c) sachant que ¢ € |0; Z .
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Exercice 7 : [corrigé]  Résolution d’une équation avec une tangente et un sinus

(Q1) Pour quelles valeurs de 6 les termes de cette équation sont-ils définis ?
. 1
sin(26) = 3 tan(0) (x)

Dans toute la suite, nous prenons des réels 6 le vérifiant.

(Q2) Montrer que pour tout réel z : sin(2z) = 2%.
(Q 3) Finalement, résoudre (k).
Exercice 8 :  [corrigé]  Calcul de la tangente de 57/12.

— 27

(Q1) Méthode 1. En remarquant que 5% = 2F — I, déterminer tan(57/12).
(Q2) Méthode 2. Avec une équation.

(a) Résoudre I'équation : tan(x — g) = tan(g —z), pour z € R.

(b) Exprimer tan(z — g) en fonction de tan(x) puis tan(g — z) en fonction de tan(z).

5 . . -
(c) On pose a = tan(%). En vous aidant des deux questions précédentes, montrer que « est solu-

tion de X2 — 23X — 1 =0.

(d) Résoudre cette derniere équation et en déduire la valeur de a.

Exercice 9 : [corrigé]
Un golfeur frappe une balle, assimilée a un objet ponctuel

de masse m situé en l'origine du repere, avec une vitesse
NP . . m .
vo. On cherche a déterminer I'angle de tir ag € }O; = { qui

permette d’amener la balle le plus loin possible et d’évaluer
la distance pour laquelle la balle retouche le sol. En utilisant &
le principe fondamental de la dynamique, nous obtenons le
systeme d’équation :

{ x = vg cos(a)t

1
y = —§gt2 + v sin(a)t

(a) Exprimer y en fonction de z.

(b) Exprimer simplement en fonction de «, vy et g la valeur de = # 0 pour laquelle y = 0. En déduire oy
puis la valeur de x( correspondante.
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fglndications

Exercice4: On se rameéne, via un changement de va-
riable, a ’équation X*t—2x%2=0.

Exercice 6 :

(@) sin(b+ ¢) = sin(a). Or, nous connaissons cos(a) et
onsaitque a € [0; 7], puisque a+b+c = meta, b, ¢
positifs. De la méme fagon, connsaissant sin(b + ¢),
on en déduit cos(b + ¢), donc tan(b + ¢).

(b) On connait cos(b + ¢) et sin(b) sin(c), on en déduit
donc la valeur de cos(b) cos(c). En faisant le quo-
tient de sin(b) sin(c) et cos(b) cos(c), on en déduit la
valeur de tan(b) tan(c).

(c) On déduit de la formule précédente et de tan(b+c)
la valeur de S = tan(b) + tan(c). On connait de
plus la valeur de P = tan(b) tan(c), donc tan(b) et
tan(c) sont solutions de 'équation: X> —SX + P =
0.

Solution de I’exercice 5 :

@) Ukez[ZE + 2km; IZZ + 2kr]

(b) Ukez ([ka; T 4 2kn] U [+ 2km; 5T + 2k7r])

() Ukez (]0 + 2km; 2% + 2kn U] + 2km; 27 + 2k:7r[>

(d) Urez]23E + 2km; 22 4 2krl.

P12
(€) Urez] — 5 +km; Z +km|.

(f) Urez[E + 2km; IT + 2kn].

Solution de 1’exercice 6 :

cos(b+c) = — &/l tan(b+c) =

10

(@) sin(b+c) =
1

(b) cos(b) cos(c) =
(¢) tan(c) =1,ta (b)

E\H
o

tan(b) tan(c) = —1

MI»—‘

Correction de 1’exercice 3 :

(a) Voirle cours: S = {0 [2n]; T [%]}.

(b) Puisque : sin (g + x) = cos(z), nous nous ramenons
al'équation :
sin (5 + m) = sin(3z)
& g—i—m:Sm[Qw]oug—i—x:w—Sw[Zw]

& x:%[w]oux:% [g]

(c) On se ramene aux équations classiques de la forme

sin(a) = sin(b) car sin (—% 4 a:) = —sin (% — a:) =
— cos(z). Par conséquent :
sin(z) = — cos(z)
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(d) On se ramene aux équations de la forme tan(a) =

tan(b) car e = tan (%) (Voir le cours pour plus de

3
détails). | S = {%’T [g}},
(e) sin(2z)(v/3 + 2sin(2z)) = 0
& sin(22) = 0ou /3 + 2sin(2z) =0
& 22 =0[r] ou sin(2z) = _é
& =0 [g} ou sin(2z) = sin (‘%)
& =0 7] ouds=—Z [2r]ouls =+ % [27]
& x:O[%] oux:—%[ﬂ]oux:%[ﬂ],

(f) Le changement de variable : X = cos(z) nous ramene

" 3 1 1
al'équation : X2 — §X+ 3 =0 X=1ouX = 5
Par conséquent :

1
-=0
2

cos?(x) — gcos(x) +
< cos(z) =1ou cos(z) =
™

STl

I

ouzr = —— 27|

= (2]

(g) Utiliser le formulaire de trigonométrie afin d’obtenir

une expression contenant uniquement cos(z). On se
ramene alors a 1’équation (f).

(27

& :c:0[27r]ouas:3

(h) Utiliser le formulaire de trigonométrie afin d’obtenir
une expression contenant uniquement sin(z).
S ={0x]; Z [2n); T [27]}

(i) Utiliser le formulaire de trigonométrie afin d’obtenir
une expression contenant uniquement sin(2x) On se
ramene a I'équation (e). S = {0[3]; == [2n]; Z[x]}.

() On précise pour quelles valeurs de z les termes sont
définis. Puis, on remplace tan(z) par sin(x)/cos(x).
S={01[r]; = [x}; ¥ [n]}

(k) On transforme la somme de deux sinus en un produit.

s={0[5]; § [« -5 [},

(I) L'équation a un sens si et seulement si = # g [r]. Pour

ces valeurs, nous ramenons alors I'équation a :
1 — tan?(z
( ; — 1 = 6tan®(x)

1+ tan?(z
& 6 —6tan®(z) — (1 + tan?(z)) = 6tan®(x)(1 + tan?(z))
& 6tan*(z) + 13tan*(z) — 5 = 0.
En posant alors X = tan®(z), nous nous ramenons a
l'équation: 6X°+13X-5=0& X = % ouX = g

Ainsi :
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6tan*(z) + 13tan(z) — 5 =0 priété
& tan®(z) = 1 ou tan“(z) = 2 T @
2 tan(z — 7) =tan(z —z) & z— 5 = - — (7]
& tan®(z) = - 357r 2
o tan@) % tan(a) 1 & 2z = —|nx]
an(z) = — ou tan(z) = —— B
3 V3 - & z= 53]
< tan(z) = tan (—) ou tan(z) = tan (_E)
A0 [x]ouz = — E 7] L’ensemble de ces nombres appartenant bien
6 al’ensemble de définition des termes del’équa-

Il reste a vérifier que les valeurs interdites ne sont ja-
mais atteintes dans les solutions obtenues a l’instant,
ce qui permet de dire que toutes ces dernieres sont so-
lution de I'équation initiale. Ainsi :

I’ensemble des solutions est

tion, on en déduit que

™ ™
S = {_E [7]; 5 [W]} X (b) D'une part:
T
t —t =
Correction de 'exercice 7 : tan(z—=) = an(z) — tan( 373 _ tan(z) — v/3
L+ tan(e) tan(g) 1+ V3tan(z)
(Q1) Par définition, de la fonction tangente, les termes de
I'expression sont définis lorsque 0 € R — {Z[n]}. . sin(z — )
D’autre part : tan(z —z) = —5—— =
Q2 2 cos(g — )
. o _ 2, v | 2tan(x cos(z) _ 1
sin(2z) = 2sin(z) cos(z) = 2tan(z) cos”(z) = P sin(z) ~ tan(@)’
(Q3) Soitz € R — {x/2[x]}. (c) Soit z = 51)_72r qui est solution de 1'équation de
(Q1).
. _ 2tan(f)
sm(29) = %tan(@) =4 T+tan2(9) — tan(&) . ( B E) . (E B ) - tan(z)—v3 1
4—[1+tan?(0 e 3 - 2 : L+v3tan(z) tan( )
& tan() x LR G — 0 & (tan(z) — v/3) tan(z) =
& tan®(z) — 2v/3tan(z) —
- { tan(d) = 0 { tan
t;HQ () 0[:] 3 tan Finalement, on a montré que o = tan(3%) est solution de
= 0O[r
< z i E[g%ﬂ (d) Le discriminant du précédent trindme est (2v/3)” —
3

4(—1) = 16. Les solutions de 1’équation pré-
Finalement, ces nombres sont différents de Z [r]. Par cédente sont V3 — 2 et V3+2.0r V3 -2 <0
(car 3 < 4 et la fonction racine carrée est stric-
tement croissante) et tan(32Z) est positif. Seule
[ }} la deuxieéme racine conv1ent

s

Finalement tan(3%) = v/3 + 2

conséquent, I’ensemble des solutions est

Correction de l’exercice 8§ : . , .
Correction de 'exercice 9 :

(Q1) Méthode 1. A l'aide du cercle trigonométrique, on
a:tan(27/3) = tan(—7/3) = —v/3 et tan(w/4) = 1.

Puis, on utilise la formule sur tan(a — b) : (a)
x = vo cos(a)t
1
2r _ m tan(2m/3) —tan(m/4) _ —v3-1 = — gt + vosin(a)t
tan(*3" — §) T+ tan(2r/3) tan(r/d) ~ 1 v3 y =39t Fvosin(a)
s = m car cos(a) # 0
(VB+1)(V3B+1) _ 4423 _- & 1 - 2 . =
VEDMED = e =24 V3 v= ‘Eg(m) +vosin(e) X ey
(Q2) Méthode 2. t = sooetay CAT cos(a) #0
(a) Lestermesdel’équation sont définis si et seule- = 1 2 + tan(a)
ment si z est différent de 0 modulo 7 et z — — V=0 v2 cos?(a) AT

est différent de § modulo 7, soit = différent

1
de ~ modulo 7. (b) On résout: y = 0 < —Eg#;(a) + tan(a)z = 0.
0
501t x € R\ {km; 3 + kn\k € Z}. Par pro- On la ramene a une équation produit nulle. Ainsi, y =
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1

06 a5
x 59
= 59;5#@ + tan(a) = 0. La valeur de z non nulle

telle que y = O est:

+tan(a)) =04z =0o0u

S
vg cos? (o)

v 203 cos® () tan(a)  2v3 cos® () sin(ar) | v sin(2a)
2g - g cos(a) g

en utilisant la formule de duplication. Le maximum de
;2] = R

la fonction : & = gl

est atteint en 7/4

et est égale a 1. Finalement, ’angle de tir o € } 0; g [

qui permette d’amener la balle le plus loin possible est
/4 et la distance a laquelle la balle retombe sur le sol

v

estxr = |
g
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