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D 17
( Comparaisons des suites et fonctions
Les suites
Exercice1 : [corrigé]  Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux ci-dessous puis

leur limite.

2 3 In (1 +sin? (+
(a) u, = nIn <1+—> In <1+—>; (b) up, =n(In(n +1) —In(n)); (c) u, = nln - s11n (”))7
n n sin ()
1 1 — cos (l) 1
— 2 _ - . _ n/. _ 2y.
(d) up =n <1 cos <n>>’ (e) up YRR (f) up, HQarctan(n )i
1 V/ —
(g) up = n*arctan (—2>, (h) up, = Vn3 +2n2 + 1; (i) up, = u;
n n
1 1
() tn = V/n® + 1 —n; (k) up = Nt %; 1) up = et e,
1 1
m) u, = sin (In (1 + 1)) ; nun:ln<ln<e—|——>>; 0 un:tan<sin<7>>;
nd + 2n3 + 2 (1—en)sin 2
(p)un:\/n2+nt1—n; (Q)un=7n6+2n+1;1 (W) un = — 55—
(s) u, = tan Tr_- ; (t) up, = tan | Arcsin | — ) |;  (u) u, = tan | Arcsin ).
2 n n n+1
Exercice 2 : [corrigé]  Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux ci-dessous

puis leur limite.
Q1 u, = Ch<l>—1; (Q2) un:\/cos<sin<l>>—1.
n n

Exercice 3 : Donner des équivalents simples et les limites éventuelles des suites (uy), .y suivantes. ¥ On
pourra utiliser I’équivalence suivante : v, ~ u,, < v, = Uy, + 0(uy).

N

@) u, = n2(1n (cos (Z)) + oon(3E) _ 1),- (b) up = In (1 +sin (Z)) + M

n

3

I . . . 1
Exercice 4 : [corrigé]  Soit la suite (S,,),>1 définie par : Vn > 1; S,, = —.
- k=1 vk
(Q1) Montrer ue'VkeN*'#<\/k+ —\/E<L
e VEL1 ~ ok

(Q2) En déduire que (S,,) vérifie cet encadrement :
2(Vn+1-1) <8, <2(Vn+1- %)

(Q3) En déduire un équivalent de la suite (S, )p>1.
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Exercice 5 : [corrigé]  S’engager dans une recherche.
105 T T
+ + sqrt(n+1)
e e sqrt(n)
104} % A
Nous savons que v/n +1 ~ y/n (pourquoi?). Allons plus ..
loin et étudions 1’écart entre ces deux termes. C’est a dire 1] v
trouver a, o € R tels que v e
10.2 + * (]
a 1 * °
vn + :\/E—FE%-O(”—Q) 01« B
10.0p
9_%00 101 102 103 104 105 106 107 108 109
. .y e . L. 2x T
Exercice 6 : [corrigé]l  On considere la fonction définie sur [0; 1[ par: f(z) = — tan (7)
s

1. Montrer que pour tout n € N*, I'équation : f(z) = 1 admet une unique solution que I'on notera .
2. Montrer que la suite (z,,) est décroissante puis qu’elle converge vers un réel que 1'on déterminera.

3. Déterminer un équivalent simple de (z,,).

Exercice 7 : [corrigé]
(Q1) Montrer que I'équation : 23 — 3z + 2 = % admet une unique solution x,, sur ]0; 1[.

(Q2) Montrer que la suite (z,,) est croissante puis qu’elle converge vers un réel que 1’on précisera.

2
n

(Q3) On pose: v, =z, — 1. Montrer que v;, ~ 3% puis en déduire un équivalent de (v,,).

(Q4) En déduire que: z, = a + = + 0 (- ) avec a et b que 'on précisera.
q Jn Jn q p

Exercice 8 : [corrigé]  Soit (uy,) et (v,) deux suites réelles ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.

1. Montrer que e"» ~ e si et seulementsi lim (u, —vy) = 0.
n—4oo

2. Siu, ~ vy, a-t-on 4" ~ e'n?
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Les fonctions

Exercice 9 : Donner un équivalent simple en 0 des fonctions ci-dessous et la limite éventuelle en 0.

(@) In(1 +sin(x)); (b)

In(1+ 2z)
cos(3z) — 1’

(1 — cos(x)) In(1 + x3)

()

23 tan?(3z)

; (d) In(cos(z)).

Exercice 10 : Déterminer, si elle existe, la limite des fonctions suivantes au point a précisé.

Inx

@ f(z)

ena = (0puisena = +oo;

(b) f(x)

esSinz _1

= ena = 0.

cosz—1

= @+1)3
Exercice 11 :  [corrigé]
@) f(z) =xIn <1 +x>, a=+o0;
1 1
(d) f(z) = sin(z)  tan(z)’ =0;
_3—=5+z
(g)f(x)_ 1—\/5Txla_4’
i) F(x) = sin(z) — sin(e), “—e;

In(x) —1

(b) f(x)

Ve+1—y/x

e —1
In
(=)

, a4 = 400,

2

— 1:
-1 22 1 ’
Vvr+2-—2
- ,a=2;
In (3)
1-2
cos(m),azﬂ/g;

Déterminer un équivalent des fonctions f suivantes en a, puis calculer lim f(x):

T—a

(c) f(z) = 23 arctan(e™™), a = 400;

6 /(@) == a=1;

. _ 1—tan(x) '

(i) f(z) = “eos(2z) 4T T/4;

0 f(z) = cos(z) — sin(x)’ S

1 — V/2sin(z)

Exercice 12 :

1. Démontrer que In(z + 1) ~y—s 100 In(7). A-t-on e~y 1 o e®?

2. Démontrer que In(2x) ~; 100 In(7). A-t-on e?* ~, | o €¥?

Exercice 13 : Déterminer les limites suivantes :

(a) lim (1 + /) '/,

r+1 x.
xr—1)"

(d) lim

T—>+00

(e)

z—0

r—r-+00

. 22 +3x+1
lim [ ————
2 —z+1

(b) lim (1 4 2)™();

>; ®

1/x3,

(c) lim (cos(z))™" ;

lim

T—+00

(M)wln(m).

In(x)

Exercice 14 : Soit f une fonction dérivable en a tel que f'(a) # 0. Montrer que

f(@) = f(a) ~o (x — a)f'(a)

Exercice 15 : [indications]

Soit @ un réel quelconque. Soient f et g deux fonctions définies au voisi-

nage de a. On suppose de plus que f ~, g et que f est strictement positive au voisinage de a.

(Q1) Démontrer que si f admet une limite différente de 1 en a, alors In f et In g sont équivalentes en a.

(Q2) Démontrer que si f admet une limite finie en a alors e/ et ¢9 sont équivalentes en a.
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. 1 .
usuel et car nkrfoo 2 = 0. Par produit :

Puisque lim 1=1, onendéduit| lim wu, =1.
n—-+oo n—-+oo

Indicati
ﬁ ndications (h) Puisque n®+2n°+1 est polyndmiale, n®+2n*+1 ~ n®.
Exercice 15 :

f f Par passage a la racine, | /n3 +2n%2 + 1 ~ n/2. Or,
In| = x In( =
1. h’l(f) = <g g) = ( ) + 1. nEToo n3/2 = - e9 o nkrw{loo Un = +00.
In(g) In(g) In(g)

2. & _efme = (), @ vVn+1l-—+n = ﬁ(,/l—i—%—l).Or, par équi-

valent usuel, /1 + 1 —1~ 1 car lim 1 = 0. Par
n 2n n—+oo 2n

Correction de 1'exercice 1 : 1
quotient, [ up ~ EYTR Puisque nll)glw 3 = 0, on
en déduit| lim wu, =0.
2 . 2 2 . 2 n——+oco
(a) Par équivalents usuels, In (1 + —) ~ —car lim — =
n n n—-+oo N 1 1/3
1 ) Yn3+1l-—n= 1+ — — 1. Or, par équi-
0. De méme, In (1 + é) ~ —.Par produit:| u, ~ ) Gf voitl=n=mn (( + ng) ) r, par équi
n 3n n
@ 1\Y® 1 1
Puisque: lim — = 0,onendéduit:| lim wu, =0. valent usuel, (1 + —3> —1~ —car lim — =
n—+oo N n——+oo n 3n n—-+oo T
.. . 1 . . 1
) il s 1) = ) = T (1 + %) Or In (1 + %) N 0. Ainsi, par produit,| un ~ 775 | Enfin, lim =75 =
1 . 1 . . 1
e ngrfoo o= 0. Par produit, Puisque 0 donc | urn ~ Iz
lim 1=1,onendéduit:| lim wu, =1. S~
7 n 1 1 1 —
n——+oo n—+00 (k) - M D’aprés (1)/ n T

Vn+l n o nvn+1

. . . 1 - .
(c) Puisque lim sin® (ﬁ) = 0 par composition des li- Vi~ % Drautre part n + 1 est polynomiale donc
n

n—-+oo
. . . 1 ; ; 4115
mites, nous avons par équivalent usuel : In ( 1 + sin® (—) ) vn+ 1 ~ y/n. Par produit et quotient, nous en dédui-
n
1 1
1 . 1 . Sons : | Uy ~ ———=. |Puisque lim —— =0, onen
sin? (—) Par produit : u, ~ msin (—) Par équi- 2n3/2 e e 20372
n n
1 1 1 déduit lim Un = 0.
valent usuel : sin (—) ~ — car lim — = 0. Par R=re9
n n n—+oo N R / 1
A ~ 1 ; ; _ 4 ) u, = e (61 ® 1). Par équivalent usuel, e'/™ —
transitivité, Puisque nglfoo 1=1,onendé q
2
it:| li L 1 " .
e ngr—&{loou L 1 ~ = donc |up ~ € Par opérations usuelles,
n n
(d) Paréquivalentusuel, 1—cos <1> L car li ! -
,1— —Z )~ m — = i = i =
- m2 " i ee nll)riloo - 0 donc nglfoo Un = 0.
1 . . 1 1
0. Par produit: | u, ~ . [Puisque lim - = -,onen o . 1
2 n—too 2 2 (m) Par opérations usuelles, lim In {1+ —) = 0donc
1 n—-+oo n
A 1 1 1
déduit: HEIEOO Wi = e par équivalent usuel sin <ln <1 + —)) ~ In (1 + —).
n n
L. 1 1 . 1 : L. 1 1
(e) Paréquivalentsusuels, 1—cos ( — | ~ =— car lim — = Toujours par équivalent usuel, In { 1 + — | ~ — donc
n 2n2 n—+oo 1N n n
0 et de méme e2/™ — 1 ~ 1 Par quotient : - par transitivité, | u, ~ l Puisque lim 1 = 0, on
e n2 o q | Un 2 ° 7 p Bt 70 ’
. . 1 1 P . 1 en déduit| lim wu, =01|
Puisque lim - = -,onendéduit:| lim wu, = -. n—+oo
n—-+oo 2 2 n—-+oo 2
. 1 .
(f) Puisque ,LETOO Arctan(n?) = g ot g # 0, nous avons (n) On constate que nll)rfw In (e 4 ~)= 1. On fait donc
o = apparaitre 1'équivalent usuel : u, = In(1 + vy,) avec
Arctan(n®) ~ —,d’ott| un ~ = |par produit. Puisque 1 ) )
2 2n v = In (e + —) — 1 qui tend nécessairement vers 0.
n
lim 5z = 0, on en déduit| lim wu, = 0. 1
B=AED L EARES Ainsi, u, ~ vy. D’autre part: v, = In (1 g —) donc
en

(g) Par équivalent usuel, lim — = 0 par équivalent

li
n—-+oo N
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(0)

()

(@)

(r)

()

®

1 L , . 1
vn ~ — par équivalent usuel. Il s’ensuit | u, ~ —
en en

n =0.

lim
n——+oo

1
par transitivité. Enfin lim — = 0donc
n—+oo en

. . . 1
Par opérations usuelles, lim sin (7) =0
n—+4oo n2 A 3
A . 1
donc par équivalent usuel tan ( sin ([ ——= ~
n? +3

1
sin | ——= |. Toujours par équivalent usuel,
< Zr3 3> ] DB &Y
: < 1 ) 1
sSm | —— o —————
n? 43 n? 4 3
polyndmiale donc n® + 3 ~ n? ce qui donne par pas-
sage a la racine v/n? + 3 ~ n. Par quotient ainsi que

D’autre part : n”> + 3 est

e 1 . . 1
par transitivité, | u, ~ —.|Puisque lim — = 0, on
n n—+oo N
en déduit :
Iim u, =0/
n—-+oo

un—n< 1—1—1—1—%—1) Puisque lim l—}—i:
no n

nostocomn  n?
0, par équivalent usuel : {/1 + ! <k ! 1 1 S
s pareq Yy n  n2 2n
1 1 1
oz De plus + 5z = nQ;; .Or n+1 est polyno-
miale donc n + 1 ~ n. Par quotient, — 1 + 1L
ard on T omz o
Par transitivité, | u, ~ i Enfin, lim 1 = 0,donc
2n n—+oo 2N

lim wu, =0.
n——+oo

Le numérateur étant polynémiaux, nous avons : n® +

m>+2 ~ n’etn® +2n+1 ~ nb. Par quotient,
1 1

Un ~ —. |Enfin, lim — =0,donc| lim wu, =0.
n n—-+oo N n——+oo

. 1 . 1
Par équivalents usuels, e/" — 1 ~ =, sin <—> ~
n n

1 . .
—. D’autre part, le dénominateur est polynomial donc
n

g . =1l
n* + n® ~ n®. Par produits et quotients, | u, ~ —.
n
' .o =1 ;
Enfin, lim — =0, donc| lim w, =0.
n——+oo N n——+oo
Par propriété algébrique, u, = . Or, par équi-

1
()
tan | —
n
1 1 P
valents usuels, tan [ — | ~ — donc par opérations
n n

usuelles, Nous avons lim n = 400, donc
n——+oo

lim wu, = +oco.
n—-+oo

Puisque lim Arcsin

n—-+oo

1
(ﬁ) = 0, par équivalents usuels,

1 ] A
Un ~ Arcsin (—) De plus, toujours par équivalents
n

Un ~

. 1 1 e s 1
usuels, Arcsin | — | ~ — donc par transitivité —.
n n n

lim w, =0.
n—-+oo

lim 1 =0, donc
n—+oco N

Enfin,

Correction de l’exercice 2 :

Q1)

Q2)

Un =

,/ch(%)_lz\/m_mr

ch(1/n) — 1 — 0. Par équivalent usuel :

Up ~ %(ch(l/n) — 1) ~ %

n2

en utilisant un équivalent usuel, ainsi que la transi-
tivité de la relation ~ .
T/

cos (sin <%>> — 1. Méme technique. On

sait que cos (sin (£)) — 1 donc cos (sin (£)) — 1 —

0. Par équivalent usuel :
1 2
(5= (2))
n

= 1(cos. sin l —1) 1><_—1
tn =3 n 5" 7
— 0.

car sin(1/n) — 0 et cos(un)
Enfin, sin(1/n) ~ 1/n. Par transitivité et passage a
la puissance, on obtient :

=1

Uy ~ ——
4n?

Correction de 'exercice 4 :

Q1)

Q2

D’apres I'inégalité des accroissements finis sur 1'in-
tervalle I = [k; k + 1] appliqué a la fonction f(z) =
vz, nous avons : m(k+1—k) < |f(k+1)— f(k) <
M(k + 1 — k), ot m est n'importe quel minorant
[’ et M n'importe quel majorant de |f’| sur I. Or

1 1
Vz eI, JetVo € [——— <
:: Ji() NG = |f'(z)] pelr===<
— < — . Aufinal :
vV T VE
1 1
VkeN; ——— <Vk+1-vVk< —.
2vVE+1 ~ ~ 2k

Puisque Vk € N*, V& +1 — Vk < #, alors :
n n 1

k+1—Vk < ——. Or par télescopage
;(\/ ) ;2\@ p pag

S (VEFT-VA) =
gjlz 2(v/n+1-1).

En procédant de la méme fagon avec la deuxiéme

vn + 1 — 1. Par conséquent :

inégalité, nous obtenons : Z <vn+1-—
\/_ v

1. Or par glissement d’indlce
n n+1

S = sk - b Ao
k:12 k+1 n+1
On en déduit :
1
Sp <2(vn+1-1)+1— <2(v/ — 4
<2(vn+ )+ 1 (n—l— 2)

Au final, nous obtenons bien 1’encadrement :
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2AVAFT-1) <5 <2(VaF1-3).

(Q3) Les deux encadrements sont des expressions équi-
valentes a 2y/n. Intuitivement, S, devrait épouser
le méme comportement. Justifions alors ce point ri-
goureusement : En divisant’encadrement précédent
par 24/n, nous obtenons I'encadrement :

___< - - —

/ 1
li 1+ ————==1et
li 1+ 1 1 = 1, donc par encadrement
lm - 5 = — 7 4

Sn
1. VN 1 @ m
s T

Correction de 1’exercice 5 :

On doit donc chercher un équivalent de (\/n aF 1—\/ﬁ) -
n>0
On remarque que vn + 1 — /n = /n X (\/1 +/n— 1).

Par propriété,
1
Vi+l/n—1~—
1y 2n

Par produit,
vn + —\/ﬁ'\*vﬁvn-‘r —\/__T-Fo(l/\/ﬁ)
1
< Vn+ :\/ﬁ+m+o(1/\/ﬁ)

On obtient ainsi « = 1/2 et a = 1/2. On observe ce résul-
tat :

3178

5176

3172

3168

3166

3162

Correction de 1’exercice 6 :

1. Par opérations usuelles, f est dérivable sur [0; 1] et

Vz € [0; 1], f'(z) = %tan( )—I—Q—IW L

T

—
- (_x)
™

Puisque = € [0; 1[, nous avons :

2 T

; tan (T) —+

_r

cos? (2_x>
s

€ [0; g[ = tan (%) > 0. Par somme d’ex-

> 0.

Nous avons également :
™
2

2% 2r\
cos? <_:c>
T

pressions positives, nous en déduisons :

Vz € [0; 1[, f/(x) > 0. Ainsi, f est strictement crois-
sante et continue donc induit une bijection de [0; 1]
vers f([0; 1) = [f(0); lim f(z)[= [0; +oof. Or

% € [0; +oo[ donc l'équation : f(z) = %admet

une unique solution = € [0; 1[ que I'on note .

Nous avons : f(zn) = 1 et f(znt1) = % donc:
n n

f(@nt1) < f(zn) & Tpnt1 < xn car f est stricte-
ment croissante. On en déduit que (x,) est stricte-
ment décroissante.

(n) est décroissante et minorée par 0 donc converge

vers un réel £. En passant 'égalité f(z,) = 1 ala
limite et par continuité de f en ¢ € [0; 1, on en
déduit: f({) =0 ¢ =0.
T,
(%)

. . 23855
Puisque lim =z, = 0,nousavons: — tan
™

n——+oo

2 n n . 7z .
=n % ~ x5 (par produit d’équivalents). Or :
T
2z X 1
= tan (—"):—,donc: 20-P 3
—tan (= 0 - Par passage a
la puissance, z,, = v/z3 =S
1% y T, n \/ﬁ

Correction de ’exercice 7 :

Q1)

Q2

Q3)

La fonction d’expression f(x) = 2® — 3z + 2 a pour
dérivée : f'(x) = 3(2* — 1), ce qui prouve que f est
strictement décroissante sur |0; 1[. Etant par ailleurs
continue (car dérivable par exemple) sur cet inter-

valle, elle induit une bijection de |0; 1[vers|f(1); f(0)[=

]0; 2[. Il ne nous reste plus qu’a constater que Vn €
N*, = €]0; 2[ pour assurer l’existence et 1'unicité de
n

I'antécédent z,, sur |0; 1[ associé a f. D’ott :

1
23 — 3z + 2 = = admet un unique antécédent z,
n

€]0; 1].

L'idée est de comparer les images de x,, et z,, 1 par
f-Eneffet: f(zn+1) =

1 p
— et f(zn) = > par dé-

1
T < —. Par conséquent : f(zn41) <
n

finition. Or -
f(zn) © Zny1 > xn, la fonction f étant strictement
décroissante sur ]0; 1[. Cela prouve donc que (2n)
est croissante. FEtant de plus majorée par 1, on en
déduit qu’elle converge vers un réel /. Par ailleurs :
Vn € N,0 < z, < 1, donc par passage a la li-
mite, 0 < ¢ < 1. Un passage a la limite de la rela-

1
tion : 22 — 3z, + 2 = — fournit par ailleurs la re-
n

lation : | 3 — 3¢+ 2 = 0. | ¢ est donc finalement un

zéro de 2® — 3z + 2 sur [0; 1]. La factorisation de
cette expression (1 est racine évidente), par exemple
par division euclidienne, est : 2° — 3z + 2 = (z —
1)(2® + 2 —2) = (¥ — 1)?(x + 2). L'unique zéro sur
[0; 1] étant 1, on en déduit que (z,) converge vers

1.

Posons : ©, = 1 + v,. Alors : (vn) converge vers
0 par opérations élémentaires. De plus : x5 = 1 +
3vn + 302 + v3. On en déduit :
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. 1
x> — 3z, +2 = 3v2 + v, Ainsi: 3v2 (1 + %vn) = —.
n
Puisque lim 1, nous en déduisons: 1 + %vn ~
14+ 2vp o=
.. 1 2 . . 2 1
1. Ainsi, — ~ 3v;, par produit. Par quotient : | v;, ~ I
n 70
Enfin, v, étant négative, v/v2 = —v,, donc en pas-
sant a la racine 1'équivalent précédent, nous en dé-
1
duisons : | v, ~ ———.
V3n
1 11 1
Q4) vy~ ——m S Ty — 1= ———+o(—).En
Q4 V3n \/§ n V3n

remarquant que o (L) = (L) car o(Aun) =
q al J3n Vi)’ n

o(un) quelque soit A € R*, et en faisant passer le 1
de I'autre c6té, nous obtenons le développement :

aveca=letb=———

mn:a—l—i—i—o( .
V3

N

)

Correction de 1’exercice 8 :

1. e'n ~e¥n & & s ] e e¥nTVn s 1 & lim Unp — Un

v
e n n—-+oo

0.

2. Si up ~ wn, a-t-on e“" ~ e’ 7 Cette assertion est

fausse. Prenons pour tout entier n > 0,u, = n + 1
eun

et v, = n. Alors u,, ~ v, mais <— = e est le terme

evn

général d’une suite ne convergeant pas vers 1.

Correction de 1’exercice 11 :

(@)

(b)

(@

(d)

(e)

1 1 1
=zln(1+—-)~1 In(1l4+ =)~ =pui
f(x) mn( +az> car n< +:v) — puisque

1

lim — =0.
T—+oco I

Apres factorisation par /z nous obtenons 1'équivalent

. 1 .

classique : vz +1 — /z ~ e Pour ce qui est du
i

dénominateur, nous constatons que :
lim In (| S— LA 1. Nous écrivons alors : In | —— L
z——+00 er + 1 e” +1
e’ —1 e’ —1 2
n<+<69‘+1 >) e* +1 e +1

= (1 = 0400(e®)donc: e®+1 ~ €®.) Finalement, par

e’ e’

———"_Puisque: lim — =
4z ! z—+oo  4\/T
—o0 par croissances comparées, nous en déduisons :

lim f(z) = —o0.

r—r+400

quotient: f(z) ~4 oo

Puisque lim e = = 0, nous avons : Arctan(e™ ") ~
T—+oco
75
e~ “. Par produit : f(z) ~+cc —. Par croissances com-
e

3

0

des: i — =0d : 1 =0.
parées: lim -2 0 donc Jm flz)=0

1 1 1—cos(x) z? /2
f@) = sin(z) tan(z)  sin(z) R 0
z . _ . _
5 i%xﬂ = 0 donc ill)l’%) f(z)=0.
3 2 —2z°+32° -1

f(@) = P11 -1 (x371)(x271).}3np0-

(f)

(8)

(h)

(i)

()

(k)

)

sant z = 1 + h avec h proche de 0 pour z proche de 1,
le numérateur devient : —3h% — 2h3 ~¢ —3h2. Ainsi,
—2x3 +32% — 1 ~1 —3(x — 1)%. Le méme changement
de variable au dénominateur donne : ((1+u)®—1)((1+
u)? — 1) ~o 6u?. Ainsi : (23 — 1)(2% — 1) ~ (z — 1)%
Par quotient : f(z) ~1 f% donc algr%) f(z) = —3

z _q xln(w)_l
f(a:):a;il - p—1 .Ore®™™® 1~y zln(x)

car lim zIn(z) = 0. De plus lim z = 1 donc x ~; 1.
z—1 rz—1

Enfin, In(z) = In(1 + (z — 1)) ~1 « — 1 ce qui donne
au final : f(z) ~1 1 etdonc lim1 f(z) =1.
z—

En posant = 4+u et en factorisant, nous aboutissons

JITZ-1 2 g
a lexpression: —3Y—9 _— ~y & ~y =. Donc:
P 1-vI-u %73

1 . . 1
fz) ~1 3 et par conséquent : ;1311 flz) = 3
De méme, avec £ = 2 + u nous aboutissons a :

,/IFE—1

~o %. Ainsi ~p L li
In(1 + u/2) 0 3. Ainsi, f(z) ~1 5 et lim f(=x)
1 0

5.

On pose, z = % + u et on utilise :

tan(a) + tan(b) ™
t b)) = ——— — 7~ = —,b=u
SR(CRRED) 1 — tan(a) tan(b) aveca = “
L’expression devient alors :
—2tan(u) —2tan(u)

(1 — tan(u)) cos(7/2 +2u) (1 — tan(u)) x — sin(2u)’
En remarquant que 1 — tan(u) ~1 1 puisque :
lin}) 1—tan(u) = 1 et en procédant par opérations
u—
usuelles sur les équivalents usuels, nous obtenons :
f(z) ~1 1 ce qui donne : lim1 flz)=1.

T—

g + u. Alors le numérateur devient :
2

1 — 2cos (g +u) = 1 — cos(u) — V3sinu = u? +

00(u2) — \/§(u + oo(u)) = —V3u + oo(u) car u? =

oo(u) et par opérations usuelles sur la relation de né-

gligeabilité. Ainsi: 1 — 2 cos (g 4 u) ~o —V/3u donc:

On pose : z =

1 — 2cos(z) ~a3 —V3 (m — g) En factorisant par

—3 le dénominateur, on obtient : f(x) ~r/3 ? et par
conséquent : lim f(z) = @
™ 3
T— 3
—V/2sin(u)

Onpose:z = T tu,ce qui donne: : .
3 1 — cos(u) — sin(u)

Or 1 — cos(u) — sin(u) = u? + oo(u?) — u — oo(u) =

—u + 00 (u) car u® = oo(u) et par opérations usuelles
sur la relation de négligeabilité. Par conséquent : 1 —
—/25sin(u)
1 — cos(u) — sin(u) -0
V2. On en déduit : f(z) ~n/4 V2 ce qui prouve que :
lim f(z) = V2.
z—mw/4

cos(u)—sin(u) ~o —uetdonc:

On pose = = 7 +u et on utilise cos(a 4+ b) et sin(a +b),
ce qui donne :
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f(3+u)= = c_os(ijirl(;ti)n(u) .Or, 1 — cos(u) ~ % Or:ln(z+1) =In(z(1+1/z)) = In(z) + In (1 + %),
u2 u? ) 1

donc 1 — cos(u) = — + o(—=). De plus : —sin(u) = In (1 + —)
2 2 T

—u + o(u). Donc : 1 — cos(u) — sin(u) = —u + o(u) + donc: f(z) = zln(z)In | 1+ T (@) | Or, par

% + o(%) = —u + o(u) = —u + o(—u). Ceci prouve .
= (14 _)

=o(u) 2 . 9 _ - B
donc que : 1—cos(u)—sin(u) ~o —u. Puisque : —v/2 sin(u) ~ operations usuelles,zgr}r)oo In(z) = Odonc: f() ~+o

—V/2u, par quotient : f (Z 4+ u) ~o V2
Au final, f(z) ~= V2,donc:| lim f(z) = V2.
z—T

zIn(z)zIn (1+ l) ~ioo 1. Ainsi, lim f(z) = 1
0

x—+ o0

z In(x)
done:] T In(z +1)
In(z)

= e |par composition
x—+00 p p

Correction de 'exercice 13 : des limites.

Correction de ’exercice 14 :

@ (14 x)'/* = @, avec f(z) = M Par

opérations usuelles sur les équivalents, f(z) ~o /z,
donc 1in% f(z) = 0. Par composition des limites, f(x) = f(a)
xTr—r -

Puisque f est dérivable en a, on a par définition,

—z—a f’(a)
li =1 r—a
1m e o
AN Or f'(a) # 0 donc
(b) (1 4 x)ln(ﬂf) — ef(if)/ avec f(x) ES ]n(;[;) ]n(l + ;1,') ~Q f(:l,‘) . f(a)
z In(z). Par croissances comparées, lim f(z) = 0. Par T —a a1
z—0 (33 - a)f,(a)
composition des limites, lir%(l +vE)T =1. ot
—— | z—

f(@) — f(a) ~a (x —a)f'(a)
(© cos(z)/*" = /@), avec f(z) = ln(czi(x))

— % (exercice 10 (d) par exemple), donc f(z) ~o — i

.Or In(cos(x)) ~o

2x * * *
Nous avons donc lim f(z) = —oco et lim f(z) = « N
z—01 z—01
+00, donc par composition des limites, *
lim cos(:r)l/”:3 =0|et| lim Cos(x)l/IB = +o0.
z—0t z—0—
(d) (i—f}) =ef®, avec f(z) = zln (ﬁ%}) Or:

1) _ x—i—l_ . 2
ln(z71) = 1n<1+m71 1) = ln<1+—m71 .

2
=0,onendéduit:In { 1 + —— | ~4
1 z—1

2 . . 2z
71 Ainsi, par produit, f(z) ~4c S e 2
(équivalents d’expressions polynoémiales en 1'infini).

Nous en déduisons : 111_{1 f(z) =2donc:
T —r+00

Puisque lim
T—+oo I —

1\” " ]
lim (er ) = ¢” | par composition des limites.

z—+oo \x — 1
(e) (%ﬂ)x =@ avec:
f@)=In (Z2E) = In (14 2= - 1) = In (14 2225).
Or, zkl}}oo 552—72—1-1 = 0,donc:
f(@) ~4oo :rﬁigij;l ~4oo 3. Ainsi, xll)l}_loo flz)=3

. 22 +3z+1\" 3 ..
donc:| lim | ————=— | =e” |par composition
z—+oo \ 12 —x + 1

des limites.

(f) (—ln(Hm))zln(z) = /@ avec f(@) =zn(z)In <71n§x +1) )

In(x) n(:r)
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