A rendre le mardi 20 Mai
Devoir en temps libre n° 10

EXERCICE

T 6t
Le but de I'exercice est d’obtenir le développement asymptotique de m dt en +o0.
1

1. Recherche d’un équivalent Soit x € R7.

x t
(a) Justifier I'existence de % dt.
1
T 6t
On admet plus généralement 'existence de / " dt pour tout n € N*.
1

x et eT
b) Mont —dt=0100 | — ).
(b) Mon rerque/1 3 01 (ac)
x t x
(c) Montrer que : m dt ~y oo —

x it
2. Obtention du développement asymptotique. On note, pour tout n € N*, F,,(z) = . :—n dt.
x

(a) Montrer que pour tout entier naturel n € N*¥, F},(z) = ;—n —e+nkFyi(x).
(b) On pose, pour tout entier naturel n € N* et 2z € R*, v,(z) = (n — 1)!F,(x). Montrer que

x
pour tout entier naturel n € N*, v, () — vp11(z) = (n — 1)! <;_n — e).

T Lt n+l T T t
£ 30qs € € e
(c) En déduire - dt =Y (k—1)! <ﬁ — €> + (n+ 1)!/1 T dt.

(]

k=1
P T et " (k—1)le” e
(d) En déduire T dt = Z % + 0400 (97”)
k=1
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Correction de l’exercice :

1. Recherche d'un équivalent Soit z € R? .

¢
. € . . . .
(a) La fonction ¢t — — est continue sur R*. Or, si > 0, l'intervalle [1; ] (si
x > 1) ou l'intervalle [z; 1] (si 0 < = < 1) sont inclus dans R’ . L’intégrale
d’une fonction continue sur l'intervalle d’intégration étant définie, on en

) . T et .
déduit I'existence de / n dtsiz € RY.
1
ol
Notons t — —.
t3

@'(t)

(b) t o ¢ est dérivable sur R* par quotient et V¢ € R*,

ft—3
= %. On en déduit que ¢ est croissante sur [3; +oo.

t x
< —3. Par croissance de l'intégrale :
x

t3
(z = 3)

Ainsi, si z > 3, Vt € [3; x|,
e.’L

Ve > 3, / 3 3
3 t x

grale d’'une fonction continue sur un intervalle est positive, Vo > 3,

T et 2 et (x — 3)e”
0 < — dt < — dt —_—
- /1 t3 - /1 t3 + 1.3

xT et
[
1 t
bt

dt < . Ainsi, par Chasles et car l'inté-

. En multipliant 1'inégalité par

T . T Tz —3)e*
— > 0O on en déduit : Vo > 3, 0 < §C—+(7),avec
er e e 2
T
2t x x
e r—3)e e .
C= / I dt. Nous avons % ~4o —. Or par croissances compa-
1 T T
e’ . . T — 3)e” ) L.
rées lim — = 0. On en déduit lim % = 0, puis par opérations
r—+oco I r——+00 €T
T xr — 3)e”
usuelles lim C— + Q =0.
z—+o0 et 2

lim
T—r+00

Au final, par théoreme d’encadrement : = 0 ce qui prouve
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que :

—dt=o — .
fFa=en(5)
e e

T Lt t]® v ot
(c) Par intégration par parties : / % dt = {?} + / 7] dt. En faisant a
1 1 1

nouveau une intégration par parties nous en déduisons :
x et
[ Ga-
1 tt
€
/ e dt = 04 (
1

en déduit :

wet er
/ Tdt:—+0+oo
1 X

xr
— =2 2
2 et

T

)

eﬂ?
—+
X

t
e e
/1 T3 dt. Or, d’(apres la question précédente :

);On

x

e xT
. De méme : 7 = Otoo

(5

T

e
)et2620+oo<
X

T Lt
<e / gty &
T 1t T

2. Obtention du développement asymptotique. On note, pour tout n € N,

Tt
F,(z) = / < ar.
1ttt

> ce qui prouve que :

T ot et1” T ot
(a) Par intégration par parties : /1 m dt = L_"} 1 +n /1 pres dt ce qui prouve

x

e
— —e+nk1(2).

que:

(b) En multipliant 1'égalité précédente par (n — 1), et puisque n(n —

(n — 1)! (;x

1)l = n! on en déduit : v,(z) — —e ) + vpt1(z) donc :

n

Un(x) — Un+1 (17)

n+1 n+1

(c) Par télecopage : vi(v) — vpio(x) = Z(’Uk(fr) — ver1(2)) = Z(k B
k=1 k=1

— e). Or vy (z)

xk

1)!

/1 ? dt et vn+2(x) (Tl + 1)'/1 2 dt. On
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(d)

T+ n+1 T x t
L1y € _ € e
en déduit : /1 " dt = ,; (k—1)! (:v_k — 6) + (n+ 1)!/1 e dt.
-1

t

) T e e
En procédant comme en 1c on montre que /1 yrES> dt = 0400 (z_") donc

T t z ntl z
(n + 1)!/ tew dt = 0400 <6—) De méme Z(k —1le = 0400 (e_
J1 n xn

xrn
k=1

en tant qu’expression constante en z. Or, par linéarité de la somme :

n+1 61 n+1 61 n+1
Z(k - 1! <F e) = Z(k: - 1)!? - Z(k — 1)le et par Chasles

k=1 k=1 k=1
ntl T n z z n z z
€ € € € €
> (k- D= = > (k- Dl 4nl— = > (k- D!~ + 0400 <x—n)
k=1 k=1 k=1
e T et " (k—1)le” e”
On en déduit : /1 n dt = ZT + 0400 (3:_”) .
k=1

* * *

FIN

* Kk *
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