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PROBLEME D’ALGEBRE LINEAIRE

Dans tout le probléme, K désigne R ou C et E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, ainsi que F.

On note L(E, F) le K-espace vectoriel des applications linéaires de E dans F et M,,(K) le K espace
vectoriel des matrices carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients dans K.

La matrice transposée de toute matrice M € M,,(K) est notée M7T.

On dit qu’un sous-ensemble A de M,,(K) est une sous-algébre de M, (K) si .4 est un sous-
espace vectoriel stable pour le produit matriciel, c’est a dire pour tout (A4, B) € A%, AB c A.

A. Question préliminaire.

A.1 Soient H; et Hy deux sous-espaces vectoriels de F tels que dim(H;) = dim(Hz) = n — 1. Montrer
que dim(H; N Hy) > n — 2.

Plus généralement on admettra dans la suite du probleme que si Hy,...,H, sont des sous-

espaces vectoriels de E tels que :Vk € [1; r], dim(H) =n — 1, alors : dim (krTlel) >n—r.

B. Un exemple de sous-algébre de M;3(R).

On note dans cette partie, pour (a,b,c) € R3, J(a,b,c) =

o QR
SRS ST
L o o

Soit A 'ensemble des matrices de M3(R) de la forme J(a, b, c).

Soit (e1, e2,e3) la base canonique de R? et J € M3(R) la matrice canoniquement associée a I'endo-
morphisme ¢ € L(R3) tel que : p(e1) = ez, p(ez) = e3 et p(e3) = e;.

B.1 Préciser les matrices J,J? et J3.

B.2 Quel est le lien matriciel entre J(a,b,c) et J et J2?

B.3 Montrer que A est une sous-algébre de M3(R).

B.4 Montrer que (I3, J, J?) est une base de A.

B.5 Déterminer une base et la dimension de Ker(J — I3). Faire de méme avec Ker(J — jl3) puis

2

Ker(J — j2I3) ouj=e3 .

B.6 En déduire une base B’ dans laquelle la matrice de ¢ dans la base B’ est M =

o O =
O . O
=

B.7 En déduire I'existence de P € GL3(R), et précisez la, telle que :

a+b+c 0 0
J(a,b,c) =P 0 a+bj + cj? 0 p!
0 0 a-+bj?+cj
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C. Deux sous-espaces vectoriels de M;3(R) supplémentaires.

C.1 Onconsidére A = (a;;) € M3(R) eton note Tr(A) = ai1 + az2 + ags. Montrer que Tr : M3(R) = R
est une application linéaire.

C.2 Rappeler la formule du produit matriciel de deux matrices A € M,,(K) et B € M,,(K), puis montrer
que si A € M3(R), alors : Tr(ATA) =0 & A = 0s.

C.3 On fixe A € M3(R) — {03} et pour B € M3(R), on note p4(B) = Tr(AT B). Montrer que ¢4 €
L(M3(R),R).

C.4 Calculer le rang de ¢4 et en déduire que dim(ker(p4)) = 8.

C.5 Soit F un sous-espace vectoriel de M3(R). Onnote Gy = {M € M3(R) /YA € F, Tr(ATM) = 0}.
Montrer que G est un sous espace vectoriel de M3(R).

C.6 Montrer que F et G sont en somme directe.
C.7 On note dim(F') = p € N*. En déduire dim(Gr) <9 —p.
C.8 Onnote (A4,...,A,) une base de F. Montrer que M € Gr < Vk € [1; p], pa, (M) = 0.

C.9 En déduire que Gy = kﬁlker(gmk) et enfin que dim(Gp) =9 — p.
D. Soit F' un sous-espace vectoriel de M3;(R) de dimension 2 et Arp = {A € M3(R) /VX € F,AX € F}.
D.1 Justifier 'existence de B = (e, e2,e3) de M31(R) tel que e; € F et es € F. On note P la matrice
de passage de la base canonique de M3, (R) dans la base B.
D.4 En déduire la valeur de dim(Ap).

D.2 Montrer que Ar est une sous-algébre de M3(R).
D.3 Montrer que A € Ar < 3(a,b,c,d,e, f,g) € R" JA=PNP louN = (
D.5 De la méme facgon, donner sans démonstration la valeur de dim(.Ar) lorsque dim(F') = 1.

S o 2
O QU
S o

E. On note A une sous algébre de M3(RR) de dimension p < 9, avec p € N*. On considére le sous espace
vectoriel G 4 défini dans la question C5. On note (G1, - - , G,) une base de cet espace.

E.1 Justifier que r =9 — p.
E.2 Soit 'endomorphisme f : M3(R) — M3(R) qui a M associe M. Montrer que f est une bijection.

E.3 Soit I'espace vectoriel B = {AT/ A € A}. Montrer que B est une sous-algébre de M3(R) et de
méme dimension que A.

E.4 Soit B € B. Soit G € G4. Montrer que BG € G 4.
E.5 Soit X € M3;(R). Soit F' = Vect(G1X;---;G,.X). En déduire que VB € B,VY € F, BY € F.
E.6 En déduire que B C Ap puisque p < 7.

Plus généralement, on montre qu’une sous algebre stricte de M,,(R) est de dimension inférieure
ouégalean® —n+1.
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PROBLEME D’ANALYSE

On admettra dans ce probléme I'équivalent usuel :

2 . 9n 1 /=
/0 sin“" (¢) dtn—;iooi\/; (%)

On note P,

“I( )

L 1
A. Etudier la convergence de E In <1 + —2> En déduire que (P,) converge vers un réel.
n
n>1

“E3

n+2)(n+1)
1+ (n+2)2
(n+2)?

1+(n+22 "

B. On considére la suite (I,,) telleque : Iy =1, I; = % etVvneN, I,40 =

n -

B.1 Onpose:v, = (n+ 1)I,1,+1. Montrer que : Vn € N, v, =

B.2 Etudier la convergence de ) ~(In(vy41) — In(vy,)).

n>1
- . 14
B.3 En déduire qu’il existe ¢ > 0 tel que I, 1,11 ~ —.
n—-+oo N
. . 1
B.4 D’autre part, montrer, par récurrence, que pour tout entier natureln >0, I,I,,1 = ———————
(’I’l + 1)Pn+1.
1
C. Onnote a, = —
na
C.1 Montrer que 2nIn(cos(—=)) = —+/n—g+o(1).
n—-+o0o
C.2 En dédui - !
.2 En déduire ue(eosa> = ol —).
a @) S <x/ﬁ>

D. On note ¢ une fonction continue, décroissante, sur l'intervalle [0; g} telle que ¢ (%) # 0. On note

J, = / 2 (1) sin? (1) dt.
0

2 9n
D.1 En remarquant que sin(§ — a;,) = cos(a,), montrer que Vn € N*, 0 < / sin®(t) dt <
0

gcos%(an).
D.2 En déduire ue/ga ") dt = o(—)puis,enutiisant (x), que [£_ sin®(f)di ~ =)/
. q ; sin? n_q_ooo NG p ), q in? W\

D.3 Montrer qu'il existe M > 0 tel que V¢ € [0; 5], [p(t)| < M.
o(J=

D.4 Endéduire que [2 " o(t)sin®(t) dt = ).

n—-+00

D.5 Montrer que
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. f 1
D.6 De I'ensemble de ces questions, en déduire que J, et (=)= T
n n

(n+1)m
E. Onfixe p € N eton pose : Vn € N, u,(p) = / e~ sin® (1) dt.

nm

E.1 Soit p € N,n € N. Montrer que u,,(p) = e‘"”/ e~ sin?(t) dt.
0

E.2 En déduire que Z un(p) converge et que
neN

™
Zun / e tsin?P(t) dt
1 —e T 0

E.3 Exprimer / e~ 'sin?(t) dt en fonction de /2 et sin??(t) dt & l'aide du changement de variable

z 0
u=m —t. ?

E.4 En déduire que

1—e T

+oo 1 71'/2
S tn(p) = —— / (e~ + =) sin® (1) dt
n=0 0

E.5 Soitp:trse? + e!~™ définie sur [0; 7/2]. Montrer que ¢ est décroissante.

E.6 On note A(p Z un(p) dans la suite du probléme. En déduire, A(p )p—;ioosh t%)

D | =
SRR

nm

F. F.1 Montrer que A(p) = lim e~ 'sin?P(t) dt.
n (e o] 0
F.2 Calculer A(0).
F.3 Envous aidant d’intégration par parties, exprimer/ e~ 'sin®P*2(t) dt en fonction de/ e~ !sin?P(t) dt.
0 0

(2p+2)(2p+1)
14+ (2p+2)2

F.4 En déduire que pour tout entier naturel p, A(p + 1) =

A(p).
F.5 Montrer que pour tout p € N, A(p) = I).
G. On montre de la méme fagon I'existence de B(p) = 1ir+n e 'sin?T1(¢) dt et on obtient de fagon
n—-+0oo 0
1 1 . . .
—\/f En vous aidant des questions précédentes que

p—tooch (Z)2Vp
. L . . _ sh(m)
vous prendrez soin de préciser, montrer finalement que lim P, = :
n—-+00 m

similaire que B(p) = Isp+1 et B(p)

B 1 sh(r)
On donc montré la formule : H <1 + —2> - .
n

T
n=1
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PROBLEME D’ALGEBRE LINEAIRE

A. Question préliminaire.

A.1 Soient H; et Hy deux sous-espaces vectoriels de F tels que dim(H;) = dim(Hz) = n — 1. Montrer
que dim(H; N Hy) > n — 2.

On utilise la formule de Grassmann :
dlm(Hl—l-Hg) = d1m(H1)+d1m(H2)—d1m(H1 ﬂHQ) = d1m(H1 +H2) = n—l—l—n—l—dim(HlﬁHg)

Ainsi
dlm(H1 N HQ) =2n—2— d1m(H1 + HQ)

Or Hy, + H, est un sous espace vectoriel de E qui est de dimension n. Donc sa dimension est
inférieure ou égale a n. Ainsi

:gdim(HlﬂHg)ZQn—Q—n:n—Q.

Plus généralement on admettra dans la suite du probléeme que si Hy,...,H, sont des sous-
espaces vectoriels de E tels que :Vk € [1; r], dim(H) =n — 1, alors : dim (krTwl Hl> >n—r.

B. Un exemple de sous-algébre de M;3(R).

On note dans cette partie, pour (a,b,c) € R3, J(a,b,c) =

o QR
Q0
Qo o

Soit A 'ensemble des matrices de M3(R) de la forme J(a, b, c).

Soit (e1, e2,e3) la base canonique de R3 et J € Mj3(R) la matrice canoniquement associée a I'endo-
morphisme ¢ € L(R3) tel que : p(e1) = e, p(ez) = e3 et p(e3) = e;.

B.1 Préciser les matrices J,J? et J5.

On a
0 0 1
J=11 0 0
01 0
01 0
Donc|J?= (0 0 1|,J%=1I;5)|
1 0 0

B.2 Quel est le lien matriciel entre J(a,b,c) et J et J2?

Il est immédiat que
J(a,b,c) = alz + bJ + cJ?

B.3 Montrer que A est une sous-algebre de M3(R).
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B.4

B.5

B.6

e On sait que A est un sous espace vectoriel de M3(R).
e Soit A= J(a,b,c) et B=J(d,V, ) deux éléments de A. Donc

AB = (al3+0bJ +cJ?)(dI3+VJ+cJ?)
= adIs+ablJ+acdJ? +bd' J+ b J? 4+ b Is + ca' J? + b’ Is + cc' J

(ad’ +bc + cb')I3 + (abl +ba' + cc)J + (ac + bY + ca’)J?
= BA

Cela montre que A est stable par produit matriciel et est commutative.

ﬁDonc A est une sous-algébre de M;(R).

Montrer que (I3, J, J?) est une base de A.

D’aprés la question B2, on sait que cette famille (I3, .J, J?) est génératrice de A. De plus, soit
(o, 8,7) € R3 tel que

a13+5J+’yJ2:()3<:>J(a,B,’y) =03 a=08=7=0
La famille est donc libre.

ﬁPar définition, la famille (I3, .J, J?) est une base de A.

Déterminer une base et la dimension de Ker(J — I3). Faire de méme avec Ker(J — jI3) puis
2m
Ker(J — j2I3) ouj=e3 .

1 1
e OnaXKer(J—1I3) = Vect(| 1]).Lafamille (| 1 |) estgénératrice de ce noyau, libre car constitué
1 1

d’un seul vecteur non nul. C’est une base de ce noyau et il est de dimension 1.

-2 :2
J J
e On a Ker(J — jI3) = Vect(| j |) . La famille (| j |) est génératrice de ce noyau, libre car
1 1
constitué d’'un seul vecteur non nul. C’est une base de ce noyau et il est de dimension 1.
J J
e On a Ker(J — j2I3) = Vect(| 52 |) . La famille (| 52 |) est génératrice de ce noyau, libre car
1 1
constitué d’un seul vecteur non nul. C’est une base de ce noyau et il est de dimension 1.
1 0 0
En déduire une base B’ dans laquelle la matrice de o danslabase B’est M = [0 j 0
0 0 452
1 32
Lafamille ([ 1],| 7 |, [ %) estune famille libre :
1 1 1
V(a, B,7) € R?
1 32 j 0 jFa+if+y = 0
all]+8(7i]+v|2|=[0] e jat+i?8+y = 0
1 1 1 0 a+B+y = 0
at+pB+y = 0 at+B+y = 0
©q (P-Da+(-1)8 = 0 «q (F-Da+(i-1)8 = 0 sa=p=7=0
(G-Dat+ (-1 = 0 a = —(j+1)B
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fgCette famille est libre et de cardinal maximal puisque Card(B’) = 3 = dim(R3). C’est
, donc une base de R?.

La matrice de ¢ dans cette base est

1 0 0
0 7 O
0 0 42
puisque
1 1 72 72 j j
Jl1ry=\1). 05 ]|=dli].J|5]=4]7
1 1 1 1 1 1

B.7 En déduire I'existence de P € GL3(R), et précisez la, telle que :
a+b+c 0 0
J(a,b,c) =P 0 a+bj+cj? 0 p!
0 0 a+bj%+cj

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base B’ :

1 4% j
P=(1 5 j°
1 1 1
Par théoréme, on sait que
1 0 0
J=pP[o j o]|P!
0 0 42
Donc
100 1 0 0 100
J(a,b,c) =al3 +bJ+cJ? =al3+bP |0 j 0 |Pt4cP|0 5 O|PtPlO 5 0]P!
0 0 j2 0 0 42 0 0 42
1 0 0 1 00 a+b+c 0 0
—aPLP'voP |0 j 0| P '+cP |0 42 0| P '=P 0 a+ bj + cj? 0 pt
0 0 j52 0 0 j 0 0 a-+bj®+cj

C. Deux sous-espaces vectoriels de M3(R) supplémentaires.

C.1 Onconsidére A = (a;;) € M3(R) et on note Tr(A) = a1 + a2 + azz. Montrer que Tr : M3(R) — R
est une application linéaire.

Soit A = (a;j) € M3(R), B = (b;;) € M3(R). Soit (o, 3) € R2. Alors,
Tr(awA + BB) = (aai; + Bb11) + (aags + Bbaz) + (aass + Bbss)
= afa1r + age + azz) + B(biy + bz + b3z)

= oTr(A) + BTr(B)
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§Cela montre que Tr est une application linéaire.

C.2 Rappeler la formule du produit matriciel de deux matrices A € M,,(K) et B € M,,(K), puis montrer
que si A € M3(R), alors : Tr(ATA) =0 < A = 0s.

La formule du produit matriciel est

V(i,j) € {L;-- 0} [ABli; = > [Alik[Blx

k=1
Soit A € M3(R). Alors
3 n
(AT AL =) [AT]ik[Alki = > [Alkil Al
k=1 k=1

par définition de la transposée d’'une matrice. Ainsi,

AT Al; 23:( )

k=1

Donc,

Tr(AT A) = ZATA :23:2( )

=1 k=1
Finalement )
Tr(ATA) = 0 = V(i k) € {1:2:3}, ([A],ﬂ-) — 0o A=0,

puisque une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si tous les nombres sont nuls.

ﬁOn a donc montré si A ¢ M3(R), alors : Tr(ATA) =0 < A = 0.

C.3 On fixe A € M;3(R) — {03} et pour B € M3(R), on note ps(B) = Tr(A”B). Montrer que
wa € LIM3(R),R).

Soit (o, 3) € R?, (B, B2) € M3(R) x M3(R). Donc
wa(aBy + BBy) = Tr(AT[aB; + $Bs))

= Tr(aAT By + BAT By)
= aTr(ATBy) + BTr(AT By) puisque Tr est linéaire

= apa(B1) + Bea(Bs)
gDonc va € LIM3(R),R).
C.4 Calculer le rang de ¢4 et en déduire que dim(ker(¢4)) = 8.

e Onalm(ps) C R. Donc dim(Im(p) < 1. Puisque p4 n’est pas I'application nulle, par exemple
(pa)(A) = Tr(AT A) # 0 par la question C2, on en déduit que dim(Im(p4) = 1.
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C5

C.6

C.7

C.38

ﬁAinsi, rg(pa) = 1.

e Par le théoréme du rang,

dim(ker(pa)) +rg(pa) = dim M3(R) < dim(ker(¢4)) + 1 =9 < |dim(ker(pa)) = 8|

Soit F un sous-espace vectoriel de M3(R). Onnote G = {M € M3(R) /VA € F, Tr(ATM) = 0}.
Montrer que G est un sous espace vectoriel de M3(R).

O%)‘; Gr C M3(R)
%f; 033 € G puisque VA € F, Tr(AT033) = Tr(033) = 0.
%f; Soit (o, B) € R?, (M1, M>) € (Gr)?. Alors VA € F
Tr(A" (aMy + BMz)) = oTr(ATMy) + BTr(A" Mo)
puisque Tr est linéaire. Donc
Tr(AT (M + BM3)) = a x 0+ x 0= 0.

Ainsi, aM; + 5M2 € Gp.
gPar définition, G est un sous espace vectoriel de M3(R).

Montrer que F' et Gr sont en somme directe.

Soit M € FNGp < M € FetVA e F, Tr(AT M) = 0. Puisque M € F, on adonc Tr(MTM) = 0.
Par la question C2, M = 0s3.

gAinsi, FnGr ={033} et les espaces sont donc en somme directe.

On note dim(F') = p € N*. En déduire dim(Gr) <9 — p.
Puisque les espaces sont en somme directe,

dim(F + Gp) = dim(F) + dim(GF)
Ainsi
dim(Gp) =dim(F +Gp) —p<9—p

puisque F' + G est un sous espace vectoriel de M3(R) qui est de dimension 9.
On note (A;,...,A,) une base de F. Montrer que M € Gp < Vk € [1; p],pa, (M) = 0.

Procédons par double implication.

e Si M € Gp alors VA € F, Tr(AT M) = 0. Puisque les matrices (Ay,..., A,) appartiennent a F,
on en déduit que Vk € {1;---;p}, Tr(AF M) = 0 & ¢4, (M) = 0.
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e Supposons que Vk € [1; p], pa, (M) = 0 < Tr(AL M) = 0. Soit A € F. Donc il existe un unique
(o1, ,ap) € RP tel que A = Y7 _, apAy. Calculons

Tr(A"M) = Tr(() apAp)"™M) = Tr(> o AL M) = apTr(Af M
k=1 = =

par linéarité de la transposition et de la trace. Par hypothese,
Tr(ATM) = Z ar x0=0

Ainsi, M € Gp.

§On amontré que M € Gp & Vk € [1; p],pa, (M) = 0.

C.9 Endéduire que Gy = N _, ker(p4, ) et enfin que dim(Gr) = 9 — p.
On en déduit que M € Grp & M € NMy_,ker(pa,). Ainsi, Gp = N_, ker(pa,). Or pour tout
ke {1;---;p}, Ar # 03. En effet, la famllle (Al, -, A,) est une base, donc une famille libre. Elle
ne peut donc pas contenir de la matrice nulle.
Par la question C4, dim(ker(ypa4,)) = 8 =9 — 1. Par le résultat du préliminaire,

dlm(GF) >9 — D

gFinalement, dim(Grp) =9 —1p

D. Soit F' un sous-espace vectoriel de M3;(R) de dimension 2 et Ar = {A € M3(R) /VX € F, AX € F}.

D.1 Justifier I'existence de B = (e1,e2,e3) de M31(R) tel que e; € F et es € F. On note P la matrice
de passage de la base canonique de M3, (R) dans la base B.

Puisque F est de dimension 2, une base de F est de cardinal 2. Soit (e1, e3) une base de F. Puisque
R3 est de dimension 3, par le théoréme de la base incompléte, il existe e3 tel que (eq, ez, e3) est
une base de R3.

D.2 Montrer que Ar est une sous-algébre de M3(R).

%ﬁ; Montrons que A est un sous espace vectoriel de M3(R).

%;%% Ar C M3(R)

%ﬁ%)‘; OnaVvX € F,05X = 031 € F puisque F est un sous espace vectoriel de M3 (R).

‘%%ﬁ Soit (Oé,,@) S Rz, (Al, Ag) S (.AF>2 Soit X € F. Alors (OéAl —|—5A2)X = aA1 X +BAX.
Or A1 X € F,A3X € F puisque 4, € Ap, Ay € Ap. Puisque F est un sous espace
vectoriel de M3;(R), on en déduit que (aA; + SA2)X € F. Ainsi, (aA; + fAs) € Ap.

%)‘; Montrons que Af est stable par produit.

Soit (A4, B) € (Ar)?. Alors, soit X € F.Ona ABX = A(BX). Or BX € F puisque B € Ar.
Ainsi, A(BX) € F puisque A € Ap. Cela montre que AB € Ap.

7
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D.3 Montrer que A € Ar < 3(a,b,c,d,e, f,g) €ER” JA=PNP~louN =

S o 2
O QU
S o

Soit A € Ap. Donc VX € F,AX € F. Prenons la base (e1, es, e3) définie dans la question D1.
Rappelons que e; et e; sont des éléments de F. Ainsi Ae; € F < 3(a,c) € R?, Aey = aey +cey. De
méme, Aey € F < 3(b,d) € R?, Aey = bey +des. Enfin, I(e, g, h) € R3 tel que Aes = eeq +gea + hes.
Ainsi, par la formule de changement de bases, A € Ar < 3(a,b,c,d,e, f,g) € R JA = PNP~! ou
a b e
N=|c d g
0 0 h
D.4 En déduire la valeur de dim(Ap).

Ainsi

Ac Ap & A=aPFE, P '4bPE ;3P ' 4ePE ;3P ' 4-cPEy P~ 4+ dPEyP ' +gPFy3 P !4+ hPE33 P!
Donc, la famille (PEHP*l; PE12P71; PE13P71; PE21P71; PEQQPil; PE23P71; PE33P71) est une
famille génératrice de Apr. Elle est libre : V(a, b, c,d, e, f,g9) € R7,

aPE P~ +bPE 2P~ + ePE 3P + ¢cPEy P! + dPEy»P ! + gPEy P! + hPE33 P~ = 033

< aF114+bE19+eFE134+cEo1+dEos+gFEo3+hEs3 = P71033P =033 a=b=c=d=e=f=g=0

$Cette famille est donc une base de Ar qui est donc de dimension 7.

D.5 De la méme facon, donner sans démonstration la valeur de dim(A) lorsque dim(F') = 1.

ﬁDe méme, on obtient dim(Ap) = 7 lorsque dim(F') = 1.

E. On note A une sous algébre de M3(R) de dimension p < 9. On considére le sous espace vectoriel G 4
défini dans la question C5. On note (G, --- ,G,) une base de cet espace.

E.1 Justifier que r =9 — p.
Lespace A est de dimension p et G 4 est de dimension r puisqu’une de ces bases est de cardinal
r. Par la question C9, on en déduit que r = 9 — p.

E.2 Soit 'endomorphisme f : M3(R) — M3(R) qui a M associe M. Montrer que f est une bijection.

Soit M € ker(f) & M7T =033 & M = 01; = 033. Donc ker(f) = {033}

Lendomorphisme f est donc injective sur un espace de dimension finie. Par théoreme,
. c’est une bijection.
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E.3 Soit I'espace vectoriel B = {AT/ A € A}. Montrer que B est une sous-algébre de M3(R) et de
méme dimension que A.

% B est un sous espace vectoriel de M3(R).

e BC Mg(R).

e A est une sous algébre de M3(R) donc est un sous espace vectoriel de M3(R). Donc
033 € A. Or 033 = 0?3 Ainsi, 033 € B.

e Soit (o, B) € R?, (AT, BT) € B, donc (A, B) € A x A. Ainsi, AT + 8BT = (aA + BB)T. Or
aA + BB € A puisque A est un sous espace vectoriel de M3(R). Ainsi, aA” 4 BT ¢ B.

%ﬁ Soit (AT, BT) € Bx B,(A,B) € Ax A. Alors ATBT = (BA)T. Or BA € A puisque A est une
sous algébre et que A et B sont deux éléments de A. Ainsi, AT BT ¢ B.

gL’ensemble B est donc une sous algébre de M;3(R).

De plus : f : M — M7 étant une bijection de Mj3(R) ver M3(R), par restriction : f : A — B est
une application linéaire bijective. Par propriété :

4 dim(B) = dim(A)).

E.4 Soit B € B. Soit G € G 4. Montrer que BG € G 4.
D’une part, BG € M3(R). Puis, soit A € A. Calculons Tr(A” BG). On sait que il existe A’ € A tel
que B = A'". Donc
Tr(ATBG) = Tr(AT A" G) = Tr((A'A)TG)

Or A est une sous algébre de M3(R), donc A’A € A. PuisqueG € G4, on en déduitque Tr((A’A)TG) =
0. Ainsi, Tr(AT BG) = 0.

§Ceci étant vrai pour tout A € A, on en déduit que BG € G 4.

E.5 Soit X € M3;(R). Soit F' = Vect(G1X;---;G,.X). En déduire que VB € B,VY € F,BY € F.

Soit B € B. Soit Y € F. Alors, 3(av1,--- ,r) € R'tel que Y = >, a;,GpX. Donc BY =
> w1 xBGpX. Or BG), € G4 par la question précédente. Puisque (G1,--- ,G,) est une base
de G 4, on en déduit que il existe (B 1,--- ,Bk,r) € R" tel que BGy, =Y _;_, Br:Gi. Donc

roor
BY = ZZQk/BkJGZX e F.

k=1 1i=1

E.6 En déduire que B C Ap puisquep < 7.

Soit B € B. Alors d’aprés la question précédente : VY € F, BY € F. Or par définition : Ap = {A €
M3(R) VX € F,AX € F}. Par conséquent B € Ap.

$On en déduit B c Ap.
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Nous savons que p < 9. Or r = 9—p. Ainsi r > 1 ce qui prouve que dim(F') > 1. On distingue alors
deux cas:
— dim(F) = 1 ou dim(F) = 2.

Comme B C Ap on en déduit : dim(B) < dim(Ap). Or, dim(B) = dim(.A) d’aprés E3 et
dim(Ap) < 7 d’aprés D. Par conséquent : p < 7.

— dim(F) = 3.0r, (G1X,...,G,X) est une famille génératrice de F' par définition et toute famille
génératrice de F a plus de 3 éléments. Ainsir > 3. Orp=9 — r donc p < 6.

<4 Au final, quelle que soit la situation p < 7.

Plus généralement, on montre qu’une sous algébre stricte de M, (R) est de dimension inférieure
ouégalean’® —n+1.

10
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PROBLEME D’ANALYSE

On admettra dans ce probléme I'équivalent usuel :

™

2 s 2n 1 ™
/0 sin“" (¢) dtn—:i-oo§\/; (%)

=

Onnote P, =

1
(1+7):
k=1

T 1 o )
A. Etudier la convergence de ) _In <1 + —2>. En déduire que (P,) converge vers un réel.
n>1 n
Ona:
(14 %) ~ b
la série ), -, -7 est une série convergente en tant que série de Riemann avec o = 2 > 1

EgPar le théoréeme de comparaison pour les séries a termes positifs, la série Z In (1 + —2>
n>1 n
., converge.

Le nombre P, état strictement positif en tant que produit de nombres qui le sont, on a
= 1
In(P,) =Y In(1+ 2
k=1
Or la suite (Zzzl In (1+ k%) ) . converge par ce qui précéde. Donc la suite (In(F,)),>1 converge.

5! Puisque exp est continue, la suite (P,),>; converge donc.

n+2)(n+1)

B. On considére la suite (I,,) telleque: [y =1, =+ etVneN, ;5 =
(n) que - fo LT SV E R, b2 = T oy

n -

(n +2)?

B.1 On pose : v,, = 11, 1,.1. Montrer que : V N =
p Un (n+ )nnJrl q n €N, vptq 1+(n+2)2

Up -

Soit n > 0. Alors

n+2)(n+1)

= 20,111 = 2)1, — 5
Un+1 (n + ) n+14in+2 (7’L + ) n+1 X 1+ (7’L T 2)2 n
(n+2)%(n+1) (n +2)?
= 2 InIn+1 = 7 Un
1+ (n+2) 1+ (n+2)

B.2 Etudier la convergence de » (In(vn41) — In(vy)).

n>1

11
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Calculons

In(vp41) — In(v,) = In(

Ona:
1

In(vpy1) — In(v,) ~ —
la série )., - est une série convergente en tant que série de Riemann avec o =2 > 1

g Par le théoréme de comparaison pour les séries a termes négatifs, la série Z In(vp41)—
n>1
. In(v,) converge.

B.3 En déduire qu’il existe ¢ > 0 tel que 1,111 ~ E.
n—+oo n

Par le théoréme sur les séries télescopiques, la suite (In(v,)),>1 converge vers un réel a. Par
continuité de exp, la suite (v,) converge vers ¢ = e* > 0. Ainsi, I,1,+1 = fracv,n + 1~p, 4 %
1

B.4 D’autre part, montrer, par récurrence, que pour tout entier natureln >0, I,,[,,;1 = ——————
(n + 1)Pn+1.

1
Initialisation. D’une part, IyI; = % et d’autre part, ———— = 1
. p 0l1 =3 Utepat(0+1)P1 5

e Hérédité. Supposons que I,,1,,11 = est vraie pour un entier n > 0. Alors

(n + 1>Pn+1
(n—|—2)(n—|—1)l (n+ 2)(n-+1y 1

1+ (n+2)2 " 14 (n+2)? (n+1Pu

In+11n+2 = In—l—l X

par hypothese. Donc
(n+2) 1
1+ (n+2)2 Prr

In+lln+2

1 (n+2)?
n+2) < 1+ (n+2)2 Part

1 1 1

= X T
+ P,
(n+2) 1+ CEEIL n+1

1
(7’L+2)Pn+2

e Par le théoréme de récurrence, le résultat est démontré.

1
C. Onnnote a, = —
n4

12
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C.1 Montrer que 2nln(cos(—)) = —+/n—g+o(1).

n—-+o0o

2nin(cos(zbe) = 2nln(l— gl + g+ o(d)

n—-4o00

= ([ 5k + 2 - 3l 4 ()

n—+o0o

n—-+0o

2n 1
C.2 En déduire que (cos(an)> = o0 <%>

n——+0o00

2n

2n In(| cos(an
(Cos(an)> =e (< ( )> ) — 67\/57%4‘0(1)
n——+0o00

Or, par croissance comparées, lim vr oy Ainsi, par produit, lim Ve V=it — (et par
n—-+00 e\f —+00
définition :

()" ()

D. On note ¢ une fonction continue, décroissante, sur l'intervalle [0; g} telle que ¢ (%) # 0. On note

™

_[? sin?"
Jﬁ—-Jﬁ o(t) (t) dt.

7 on
D.1 En remarquant que sin(§ — a;,) = cos(a,), montrer que Vn € N*,0 < / sin®(t) dt <
0
g cos?™(ay,).
La fonction sin®” est croissante sur [0; 5 — a,]. Ainsi
s

vt € [0; g — ), 0 < sin®"(¢) < sin® (5 — ) = cos” (a,).

Par croissance de l'intégrale et positivité

5—Qn T/2—am
0< /2 sin?*(t) dt < cos®™(a )/ 1dt < (5 — o) cos?(a,) < gcos%(an).
0 0

T o, 1
D.2 Endéduire que/o2 sin®"(t) dt T o(\/l,) puis, en utilisant (x), que fw sm ™(t) dtnﬁr\jroo§\/g.
Par C2, cos®™(a,,) = 0(\/—) Ainsi, par théoréme d’encadrement :
E—Otn 1
/ 2 o) s () dE = o(—=).
0 n—-+00 n
Puis, par (x),
2 1
/2 sn2(t)dt = )T 4 o(—m)
0 n—+o0o 2 n n
Par Chasles :

13
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Donc .
T, 1 [7 1 1
sin“*(t)dt = =4/—+o(—&=)—o(—=
/ Mar = 5/ T+olgm)—o(52)
Ainsi .
2 o 1x/%' 1
sin“"(t)dt = —+o(—
/ Wit = 5\/7+ol2)

D.3 Montrer qu'il existe M > 0 tel que V¢ € [0; T, [p(t)| < M.

La fonction ¢ est continue sur le segment [0; 7]. Par le théoréme des bornes atteintes (ou Weiers-
trass), la fonction ¢ est bornée et atteint ses bornes

f/Donc il existe M > 0 tel que Vt € [0; 5], |io(t)] < M.

D.4 En déduire que [,2 " o(t)sin®(t) dt = 1

o .
n——+o0o \/ﬁ

On a,par 'inégalité triangulaire puis par croissance de l'intégrale

|/2 " o(t) sin? ()dt\<M/ " sin2(¢) dt
0

Puisque [2 " sin"(t) dt
D.5 Montrer que

——=),ona
nHJroo (\/_ fO

o(t)sin?*(t) dt = o

n—-+o0o

/_\
sl
e

™

(p(g)/; sin?" (¢) dt gﬁ (1) sin? (1) db < (= — a,) [f
5—0n s

vl

3 sin®™(t) dt
2 n

2~ On

Puisque ¢ est décroissante,

¥t €[5 — ani 5lo(5) < @lt) < (5 — an).

Or sin?" est positif, donc

P(5)sin™ (1) < () sin® () < (5 — an) sin"(0).
Par croissance de l'intégrale,

@(g)ﬁf sin?*(t) dt < ﬁf @(t) sin®™(t) dt < @(g —an)/2 sin®" () dt
2~ n 2 an 2

2 An

e(5)5

2 2
Puisque ¢(%) # 0 par hypothése et que ¢ est contlnue que — O —ntoo 5, ON €N déduit que

. Ly 1
D.6 De I'ensemble de ces questions, en déduire que J,, ~ T \/E

n—-+o0o

o5 —an) o~ ¢(5).

Puisque sin*" > 0 et est une fonction continue sur [ — a,; 3], on en déduit [

s

2
Donc, par encadrement : /

%70¢n n—-+00

sm ™(t)dt # 0.

™

o) sin? () dt ~ @(z)/: sin2" (£) dt. O :

2

14
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N n2n ~ oY Eni
dt ~n—s 400 57-- DONC T, ©(t) sin“"(t) dtn_>+00g0(2)2\/ﬁ. Enfin,

Finalement,

= / e~ 'sin?P(t) dt.

T

E. On fixe p € Neton pose : Vn € N, u,(p)

E.1 Soitp € N,n € N. Montrer que u,(p) = e—””/ e~ 'sin?P(t) dt
0
On effectue le changement de variables ¢t = nm + x = o(z). Alors cette fonction est de classe C*
surR et 2 = 1. Ainsi,

(n+1)w

s s 2
up(p) = / e tsin®(t) dt = / e~ (") §in?P (nr4-x)) da = / e~ () ((—1)”) psin2p(x) dz
nm 0 0
= e_m/ e~ sin?(t) dt
0
E.2 En déduire que Z u,(p) converge et que

neN

:1—6*7T

+o00

1 ™
Z Un(p) / e~ sin®(t) dt
n=0 0

™

On remarque que

e 'sin?(t) dt est non nulle puisque ¢ — e *sin?’(¢) est continue et non
0
identiquement nulle sur [0; 7]. Ainsi

™
un(p) ~n—+oo e—mr/ et sinzp(t) dt

0
La série >, ., e "™ est une série géométrique de raison e~" €]0; 1.
Par théoreme, c’est une série convergente.

Par le théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs, la série > - u,(p)
. converge.

15
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De plus, par théoreme,

+oo +o00 1 T
Z un(p) = Z e " = —— /0 e~ !sin?(t) dt

n=0 n=0

™ 2

E.3 Exprimer / e~ 'sin?(t) dt en fonction de / et sin??(t) dt & l'aide du changement de variable
z 0

2

u=m —t.

En effectuant le changement de variables w = 7 — ¢, on a

us us

2 2

T 0 w/2
/ e tsin®P(t) dt = / e T sin? (1 — ) x (—=1) du = / e sinP (u) du
0

E.4 En déduire que

100 1 w/2
> un(p) / (et + et ™) sin?P(t) dt
0 1—eT7 0

Par Chasles et la question précédente, le résultat est immédiat :

+oo 1 71'/2
S tn(p) = —— / (e~ + =) sin®(¢) dt
=0 1—eT™ 0

E.5 Soit ¢ : t — et + ¢!~ ™ définie sur [0; 7/2]. Montrer que ¢ est décroissante.
La fonction ¢ est dérivable sur [0; 7/2] et vt € [0;7/2],¢'(t) = —e~ ! + ¢!~™. Donc

Pt <0 e+ m<0ed "<t et-1< —tet<

| X

puisque exp est strictement croissante sur R.

gAinsi, ¢ est décroissante.

“+o00

1 1 /m

E.6 O te A(p) = a(p)d la suite du probléme. En déduire, A ~ — .

note A(p) =3 un(p) dans a site dup O, @3\ 5
Ona

1 w/2
Ap) = — / gp(t)sinQp(t)dt
1—6 7T 0

On utilise le résultat de la question ??, étant donnée que ¢ est décroissante et continue sur [0; /2
et p(Z) =2e"™2 £ 0. Ainsi,

7T/2 \/7_T
t)sin??(t) dt ~ 2) Y
| ewstny e o3
efw/2 efw/2
De plus 1_i77r X ()0(77-/2> = %_677\' = 6—7\'/2?67\'/2_6—7\'/2 = Sh(lg)
1 1 /=
Ainsi, A(p) ~ oo —
4 D) ~rrioe ) 2\/;
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nm

F. F.1 Montrer que A(p) = lim e~ tsin?P(t) dt.

n—-+o0o 0

On a, par Chasles,

n—1

nmw (k+1)w
/ e tsin®(t) dt = Z/ e~ sin? Z ug(p
0 k=0 km
Or A(p) estla somme de la série >, -, ux(p). Donc, par définition, A(p) = lim e tsinP(t) dt

n—-+oo 0

F.2 Calculer A(0).

A Ainsi, A(0) = 1.

F.3 Envous aidant d’intégration par parties, exprimer/ e~ 'sin?P*2(t) dt en fonction de/ e~ 'sin??(t) dt.
0 0

On pose

{u’(t) = et {u(t) = —e!

v(t) = sin?PT2(t) V'(t) = (2p+ 2)cos(t)sin?PtL(¢)
Ces fonctions u et v sont de classe C! sur R. Par le théoréme d’intégration par parties,

n
/ e tsin?T2(t) dt = [— e tsin®? T2 ()]0 + [ e7H(2p + 2) cos(t) sin® T (¢) dt
0
= (2p+2) [ et cos(t)sin®ti(¢) dt

= (2p+2) ( [ — et cos(t) sin?P (1) 4

Jom e—t( — sin(t) sin2P*1(t) + cos(t)(2p + 1) cos(t) sin?(¢) dt))

= (2p+2) ;" e*t< —sin?2(¢) + (1 — sin?(¢))(2p + 1) sin?(¢) dt)

= (2p+2)2p+1) [y e tsin®(t)dt — (2p+2)? [ e P sin?P T2 (2) dt

(2p+2)(2p+1)
1+ (2p+2)2

A(p).

F.4 En déduire que pour tout entier naturel p, A(p + 1) =
Passons a la limite quand n tend vers +oo. On a donc
A(p+1) = (2p+2)(2p + DA(p) — (2p +2)*A(p + 1)

& (1+2p+2%A+1) = (2p+2)(2p +1)A(p)

& Ap+1) = PP Ar).

F.5 Montrer que pour tout p € N, A(p) = I

On remarque que

I
Alp+1) = == Al).
P

Par télescopage

Or A(0) =1et Iy = 1. Ainsi

17
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nm

G. On montre de la méme fagon 'existence de B(p) = EIE e~tsin®P*1(t) dt et on obtient de fagon
n [e.e] 0
1 1

similaire que B(p) = I et B ~ -
q (p) 2p+1 (p)p—H-ooch (%) 2

\/g. En vous aidant des questions précédentes que

. . . . ) sh(mw
vous prendrez soin de préciser, montrer finalement que hrf P, = ( ).
n——+o0o e

1

) (n + 1>Pn+1.
la suite (P,,),>0 converge vers ¢ > 0. Donc P,, ~y 10 Ppy1. Or

1 1 /= 1 1 /= I n
Ioplapi1 = A(p)B Yoo 22V 2 X S22\ 5 p—too 350 (1) &
2pd2p+1 (p)B(p) p—too ch (%) 2\ p " sh (%) 2\ p po+oo 2sh (m) p

Finalement, Ainsi,

Onsaitque I,1, 11 ~n—i00 % etque I,1,11 = Donc, P, 11 ~n_ 100 £ €t ainsi, par théoréme,

1 1 o 2sh () p sh ()
2p Py, p—+o0 2sh () p

ﬁFinalement, la suite (P,), ayant la méme limite que sa suite extraite par théoréme, on en
déduitque lim P, = 1

n——+oo I

~—
.

) Ry 1 sh(r)
On donc montré la formule : H <1 + —2> - .
n s

n=1
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