Mathématiques PTSI Semaine du lundi 05/02 au vendredi 09/02 Lycée Déodat de Séverac

PROGRAMME DE COLLES 15

L’examinateur pourra choisir une question de cours et/ou un (ou une partie de) exercice parmi les

exercices des fiches méthodes (cf. ci-apres)

Questions de cours

1. Enoncés du théoréme de Rolle et de 'égalité des accroissements finis avec interprétation gra-
phique. Démonstration de 1'égalité des accroissements finis a partir du théoreme de Rolle.

2. Enoncé et démonstration des inégalités des accroissements finis.

3. Définition de fonction de classe C, énoncé et démonstration du théoréme de prolongement des
fonctions de classe C'.

Thémes de la colle

REGULARITES DES FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE :

— Fonctions continues : continuité, continuité a droite, continuité a gauche, prolongement par
continuité d’une fonction, théoréme des valeurs intermédiaires, existence d’un maximum et
d’un minimum pour une fonction continue sur un segment.

— Fonctions dérivables : dérivabilité, dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite, extréma d'une
fonction dérivable, théoréme de Rolle, égalité des accroissements finis, inégalité des accroisse-
ments finis, théoreme de limite de la dérivée.

— Fonctions de classe C! : comparaison avec les fonctions continues et les fonctions dérivables,
opérations usuelles, théoréme de limite de la dérivée et de prolongement de classe C' 1 d"une
fonction.

— Régularités d’ordres supérieurs et dérivées successives : fonctions n-fois dérivables, de classe
C", de classe C°, opérations usuelles.

— Calculs de dérivées n-eme : utilisation de la récurrence, dérivées n-emes classiques (%, e, %),
formule de Leibniz.

— Breve extension aux fonctions a valeurs complexes.

— Formule de Taylor-Young.

Prévisions pour la semaine suivante

Géométrie du plan
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Chapitre 15

Dérivabilité et régularités d’ordre supérieur

Le point sur les méthodes :

Alissue de ce chapitre vous devez savoir :
-M1- Etudier la dérivabilité ainsi que les régularités d’ordres supérieurs en un point;

-M2- Utiliser le théoréme de Rolle, les accroissements finis;

-M3- Effectuer des calculs de dérivées n-iémes de fonctions.

xsix >0,

9 . A quelle condition sur a, la fonction
ar +x°six <0

Exercice 1 : [M2] Soit f définie sur R par f(z) = {

f est-elle dérivable en 07

xln(x)siz >0

. . Est-elle continue en 0? dérivable en 07
0 sinon

Exercice 2 : [M2]Soit f : z — {

Exercice 3 : [M2] On pose : f(z) = (x — 1)Arcsin(y/z) définie sur [0; 1].
1. Justifier que f est dérivable sur ]0; 1].
2. Montrer f" admet une limite finie en 1 que I'on précisera. f est-elle dérivable en 1?

3. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 4 : [M2] Pour un entier naturel n > 2, montrer que la fonction définie sur R par f(z) = 2" +az+b
admet au plus trois zéros réels. On pourra raisonner par I'absurde et utiliser le théoreme de Rolle.

Exercice 5 : [M2] ( application a l'étude des suites du type up+1 = f(up),up € R.) Soit upi1 =
Vi, + 2,49 > —2.0n admet que la suite est bien définie et que : Vn > 1;u,, > 0.

1. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que

1
Vz > 0; -2l < — |z —2|.
02 05[f(x) =2/ < 5olo =2

2. En déduire que : Vn € N*, Ju, 1 — 2| < ﬁmn — 2| puis que:

n—1
Vn > 1;|u, — 2| < (ﬁ) lug — 2|.

3. Conclure sur le comportement asymptotique de cette suite.

Exercice 6 : [M1] Soit Va # 0, f(z) = e~/**. Montrer que f admet un prolongement de classe C sur R
que l'on précisera.
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2 . — .
Exercice 7 : [M1] On considere la fonction définie sur R par: f(z) = LS (:c) Azl
0 sinon
f est-elle continue, dérivable, de classe C' sur R?

Exercice 8 : [M3] Montrer que la fonction définie sur R par f(z) = e~ est de classe C* sur R puis
montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, f(z) = P, (z)e~®" o P, est une fonction
polynodmiale de degré n. Déterminer Fy, P; et donner une relation entre P, 11, P, et P},.

=
Exercice 9 : [M3] On pose : f(z) = 67. Montrer que f est de classe ¢*° sur R* et en vous aidant de la

formule de Leibniz montrer que :
—X

i k
x e
k=0

Exercice 10 : [M3] Calculer la dérivée n iéme de x — cos(z) X exp(x) ou de sin x exp en allant dans C.

Année 2023-2024 http://ptsi-deodat.heb3.org/ 2 / 8



