Mathématiques PTSI Semaine du lundi 22/01 au vendredi 26/01 Lycée Déodat de Séverac

PROGRAMME DE COLLES 13

L’examinateur pourra choisir une question de cours et/ou un (ou une partie de) exercice parmi les
exercices des fiches méthodes (cf. ci-apres)

Questions de cours

1. Enoncer une des neuf définitions de limite choisie par 1’examinateur puis la définition unifiée.

2. Montrer que si f admet une limite finie strictement positive en a € R, alors f est strictement
positive au voisinage de a.

3. Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires (version 1) et présenter les idées de la démons-
tration (qu” on pourra développer si 'examinateur 1'exige).

4. Enoncer le théoréme sur les limites de fonctions monotones, ainsi que le théoreme de Weiers-
trass.

5. Définition de la transposée d"une matrice et montrer que (AB)? = BT AT.

6. Définition de matrice inversible. Enoncer et démontrer les propriétés des matrices inversibles.

Theémes de la colle

LIMITES ET CONTINUITE DES FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE :

— Limites de fonctions : définitions, limites a droite, a gauche et limites de fonctions, passage a la
valeur absolue, passage d’'inégalités larges a la limite, caractérisation séquentielle de la limite
d’une fonction, théorémes d’encadrements, limites de fonctions monotones.

— Fonctions continues : continuité, continuité a droite, continuité a gauche, opérations usuelles,
prolongement par continuité d'une fonction, théoreme des valeurs intermédiaires, existence
dun maximum et d"un minimum pour une fonction continue sur un segment.

— Breve extension aux fonctions a valeurs complexes.

— Ftude de suites récurrentes définies par une fonction continue.

MATRICES :

— Définition, somme, multiplication par A € K, produit.

— Matrices particuliéres : Matrices triangulaires supérieures, inférieures et diagonales, transpo-
sition, matrices symétriques et antisymétriques, matrices élémentaires, matrices d’opérations
élémentaires.

— Matrices carrées et matrices inversibles : Propriétés du produit, puissances de matrices et bi-
nome de Newton, matrices inversibles et calcul pratique de I'inverse d"une matrice, différentes
caractérisations de l'inversibilité.

Prévisions pour la semaine suivante

Calcul matriciel - régularités des fonctions.
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Chapitre 13

Limites et continuité des fonctions

Le point sur les méthodes :

A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :

-M1- Connaitre les définitions des différentes limites et les utiliser afin de démontrer des résultats
théoriques.

-M2- Démontrer qu'une fonction admet une limite ou pas.
-M3- Etudier la continuité d’une fonction.

-M4- Maitriser le TVI et ses différentes formes, le théoréme de Weierstrass.

-M5- Etre autonome sur l'étude des suites récurrentes : Unt1 = flup).

Exercice 1 : [-M1-] En vous aidant de la définition de la limite montrer que : lim e” = let lim (2% +1) =
z—0 T—+00
+00.

Exercice 2 : [-M2-]
En utilisant la caractérisation séquentielle de la limite, étudier si la fonction  +— sin(1/x), définie sur
R*, admet une limite en 0.

Exercice 3 : [[M2-] Déterminer la limite en 0" de la fonction définie par f(z) = In(z) + sin (2).

Exercice 4 : [-M2-] On veut montrer que In tend vers +oo en +oo.
1. Alaide du théoreme de la limite monotone, justifier que In admet une limite L € R en +oc0

2. Supposons que cette limite est finie L. En observant que Vz > 0,In(2z) = In(2) + In(z), aboutir a
une contradiction.

1

Y exp(z), £ <0
EW.[MZ]SOItf.x'—}{ exp(—1), >0

0.5+

0,54

Cette fonction admet-elle une limite en 07

Exercice 6 : [-M3-] La fonction f définie sur Ry par f(z) = { yz+2 size0;2] est-elle continue sur

22— 2 sinon
R,?
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z3—1
rz—1

Exercice 7 : [-M3-] Montrer que la fonction définie par f(z) =
nuité sur R que I'on précisera.

admet un prolongement par conti-

Exercice 8 : [-M3-] Soit k € R™T. Soit une fonction f définie sur un intervalle I. Une fonction est k-
lipschitzienne si elle vérifie :

V(z,y) € I%, |f(2) = f(y)| < klz —yl.

(Q1) Onrappelle que Vz € R, |sin(z)| < |z|. Montrer que sin est 1 lipschitzienne sur [0; 4o00|.

(Q2) Montrer qu'une fonction k lipschitzienne est continue.

Exercice 9 : [-[M4-]
Montrer que tout polynome de degré 3 admet au moins une racine réelle.

Exercice 10 : [-M4-]
Soit f : [a,b] — continue, montrer que f possede un point fixe, c’est a dire : 3o € [a; b]; f(a) = .

T

Exercice 11 : [-M2-] Déterminer la limite de x — ena = 0.

Exercice 12 : [-M5-] Soit ug = 1,Vn € N, uy 41 = €
(Q1) Onposeg: x+— e* — . Etudier le signe de g.
(Q2) En déduire la monotonie de la suite (uy, ),>0.

(Q3) Etudier le comportement asymptotique de cette suite.

Exercice 13 : [-M5-] On considere la suite définie par ug > 0,Vn € N, up11 = In(1 + uy).

(Q1) Onpose f : x — In(1 + x). Vérifier que [0; +o0[ est un intervalle stable pour f. Que peut-on en
déduire pour la suite (uy,)n>0?

(Q2) Citer I'inégalité fondamentale du logarithme et en déduire la monotonie de la suite (uy,),>0.

(Q3) Etudier le comportement asymptotique de cette suite.

Exercice 14 : [-M5-]
On considere la suite définie par ug € [v/2; +0o[U] — o0; —v/2] et pour tout entier naturel n, u, 1 =
1 1 2

> <un—|—u—2n).0npose:f(x) =3 (x—i—;)

Montrer que cette suite converge vers un réel a préciser. Que se passe-t-il pour ug €] — v/2; v2[—{0}?
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Chapitre 14

Calcul matriciel

Le point sur les méthodes :

A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :
-M1- Réaliser un produit de matrices avec les bonnes tailles et maitriser la formule associée;
-M2- Calculer des puissances de matrices carrées, notamment a ’aide du bindme de Newton;

-M3- Montrer qu'une matrice est inversible, connaitre sa définition ainsi que ses différentes caractéri-
sations et calculer I'inverse d’une matrice inversible;

-M4- Faire le lien entre opérations élémentaires et produit matriciel;
-M5- Maitriser la transposition de matrices.

-M6- Comprendre la structure des solutions d"une systéme linéaire.

- J
: : POl el 1 0 1 -3 4
Exercice 1 : [M1] Soient A = (2 3 2 |,B=|-3 5 |, C = 19 et D = 5 3 o
1 4 5 0 —4
Calculer tous les produits possibles de deux matrices parmi les matrices précédentes.

Exercice 2 : [M6] Donner 1’écriture matricielle de ces systemes linéaires puis les résoudre. Dites si le
systéme est compatible et dans ce cas, analysez une solution particuliere et une solution du systeme
homogeéne dans votre ensemble de solutions.

T+y+z+t=4
T+y+2z+2t=0
r+y+2:4+3t=1 "~
rT+2y+32+4t=0

z+yt+z=1
@< z+2y+32=2 ; (b
2c+3y+42=0

r+y+z+t=4
(© z+y+22+2t=0 .
z+y+2z+3t=0

1

Exercice 3 : [M1] On note A = (a;;) € M, (R) telle que : a;; = —. Montrer que A? = \A avec A € R a
J

préciser.

Exercice 4 : [M1] On note w = en et A= (W®EDE=DY, of i<n
Calculer alors AA ot A est la matrice dont les coefficients sont les conjugués des coefficients de A.

Exercice 5 : [M1] Soit L € M,,;1(K),C € M ,(K). Que peut-on dire des tailles des matrices LC?C'L?
Quelle est leur expression?
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