Mathématiques PTSI Semaine du lundi 09/12 au vendredi 13/12 Lycée Déodat de Séverac

PROGRAMME DE COLLES 10

L’examinateur pourra choisir une question de cours et/ou un (ou une partie de) exercice parmi les
exercices des fiches méthodes (cf. ci-apres)

Questions de cours

1. Montrer que si r est le reste de la division euclidienne de a par b # 0, alors : pged(a,b) =
pged(b, ).

Enoncés et démonstrations des propriétés de la fonction partie entiére.

Définition de nombres rationnels et de nombres irrationnels. Montrer que /2 est irrationnel.
Donner I'expression simple d"une suite arithmético-géométrique choisie par I'examinateur.
Enoncé et démonstration du (premier) théoreme d’encadrement.

Montrer qu’une suite croissante et non majorée tend vers +oo.

Montrer que si (u,,) converge ves ¢ et (v,,) converge vers ¢’ alors (u, + v,) converge vers £ + .
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Limites de suites complexes : définition et caractérisation par parties réelles et imaginaires.

Theémes de la colle

NOMBRES REELS ET PRINCIPE DE RECURRENCE :

— Sous-ensembles de nombres réels : partie majorée, minorée, bornée, maximum et minimum
d’un ensemble, bornes supérieures et bornes inférieures d’un ensemble, propriété de la borne
supérieure.

— Entiers naturels et raisonnement par récurrence : propriété des entiers naturels, récurrence
faible a pas fixé et récurrrence forte.

— Arithmétique dans N : divisibilité, diviseurs et multiples, propriétés de la relation de divisi-
bilité, division euclidienne, nombres premiers, décomposition en facteurs premiers, pged et
ppcm de deux nombres, calcul du pged a l'aide de 1'algorithme d’Euclide.

— Nombres rationnels, décimaux et réels : nombres rationnels : définition, existence, propriétés
algébriques, nombres décimaux : définition et propriétés algébriques.

— Partie entiere d’un nombre réel : définition, courbe représentative, principales propriétés, ap-
proximations d’un nombre réel a la précision 107", expression d’approximations décimales
par défaut et par excés d'un nombre a la précision 10~" a I’aide de la fonction partie entiere.

SUITES DE NOMBRES :
— Généralités : Suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques, récurrentes li-
néaires d’ordre 2, monotones, majorées, minorées, bornées.
— Manipulations élémentaires de la définition de la limite d"une suite.
— Limites de suites complexes, caractérisation par parties réelles et imaginaires.

Prévisions pour la rentrée

Suites de nombres réels, calcul matriciel.

Année 2024-2025 1/1
http://ptsi-deodat.heb3.org/



Mathématiques PTSI - Fiche méthode - Chapitre 11 - Lycée Déodat de Séverac

Chapitre 11

Nombres entiers, rationnels et réels

Le point sur les méthodes :

A Vissue de ce chapitre vous devez savoir :

-M1- Maitriser la notion de borne supérieure;

-M2- Réaliser un raisonnement par récurrence;

-M3- Maitriser la relation de divisibilité ainsi que la notion de nombres premiers;
-M4- Maitriser 1’algorithme du calcul du pgcd de deux entiers;

-Mb5- Maitriser les différences entre entiers, rationnels, décimaux et réels;

-M6- Manipuler la partie entiére d’un nombre réel.

Exercice 1 : [-M1-] Pour les ensembles A et fonctions f ci-dessous, déterminer : sup, 4{f(x)} puis préci-
ser la valeur du maximum lorsqu’il existe :

1. f(a:):{ cotr el o a—p; )
2. f(x):xQLHetAzR.

g 1)(2n +1
Exercice 2 : [-M2-] Montrer par récurrence que pour tout n € N*, z k? = nin+1)@n+1) .

k=1

Exercice 3 : [-M2-] Montrer que pour tout entier natureln > ... ... , P(n) «2™ > n + 2 »est vraie.

Exercice 4 : [-M2-] Soit (U,,) telle que : Uy = 0,U; = 1 et pour toutn > 0, Uy, 12 = 2U,,+1 — U,,. Conjecturer
une expression simple de U,, pour tout n € N puis montrez par récurrence votre conjecture.

Exercice 5 : [-M2-] Soit (U,,) telle que : Uy = 1,U; = —3 et pour tout n > 0, Upy2 + 2U, 41 + U,, = 0.
Montrer que pour toutn € N, U,, = (—1)"(2n + 1).

Exercice 6 : [-M2-] On pose ag = 1 puis pour tout n € N

n
n
ap+1 = 2 (k) An—kag

k=0

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n a,, = n!.
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k
Exercice 7 : [-M3-] Soit n = Z a;10° , a; € {0;---;9}, avec k > 2, sa décomposition en base 10. Alors
i=0
montrer que n est divisible par 4 si et seulement si 4 divise 10a; + ao.

Exercice 8 : [-M3-] Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 5.

1. En cherchant les restes possibles de la division euclidienne de n par 3, montrer que n(n —5)(n+5)
est un multiple de 3.

2. En déduire que 6|n(n — 5)(n + 5).

Exercice 9 : [-M3-] Donner la décomposition en facteurs premiers des nombres suivants : 375; 777 000.
Exercice 10 : [-M4-] Calculer de deux fagons différentes le pged de (420, 198).
Exercice 11 : [-M5-] On considere = € Q. En raisonnant par 'absurde, montrer que = +v/2 € R — Q.

Exercice 12 : [-M6-] Résoudre l'équation |z + 3| = 2|z].
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Chapitre 12
Suites de nombres

Le point sur les méthodes :

A l'issue de ce chapitre vous devez savoir :
-M1- Déterminer I'expression simple de suites récurrentes linéaires d’ordres 1 ou 2;
-M2- Etudier la monotonie d’une suite;

-M3- Maitriser les définitions de limites d’une suite;

-M4- Utiliser les théorémes généraux pour prouver la convergence d’une suite.

Exercice 1 : [-M1-] Donner I'expression explicite de :

Unt2 = 2Upt1 — Up Up+2 = Up4l + Up
(a) upg = 1 ; (b) uy = 1
uy = 3 Uy = 1
(suite de Fibonacci).
Up+2 = Up+t+l — Up
(C) ug = 1
Uy = 3

a 2n 1
Exercice 2 : [-M2-] Etudier la monotonie des suites définies par : u,, = n:l- 7V = S o
n 1 k=1

P=1] (1 4+ ﬁ>

k=1
Exercice 3 : [-M3-] En utilisant la définition de la limite, montrer que :

g _ : —1/n _
(@) ngrfoo In(n) = +o0, (b) ngrfm e 1.

. Lo e n(—1)" .. .
Exercice 4 : [-M4-] Etudier la nature de la suite définie par : u,, = ——————~=. Préciser sa limite en cas
T n+ (=1)"/n

d’existence.

Exercice 5 : [-M4-] Déterminer la limite de la suite définie par u,, = n + sin(n).
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Exercice 6 : [-[M4-]

n
1
P € N¥, cH, = —
ourn on pose : H,, kg_l :

A-1. Justifier que (H,,) admet une limite ¢ € R.

A-2. Montrer que pour tout entier naturel n € N*, Hy, — H,, > % En déduire que nécessairement :
lim H, = +oo.

n—-+o0o

Exercice 7 : [-M4-]
n
1. Montrer que les suites définies pour n > 1 par u,, = Z o et v, = u, +
k=0
2. Montrons que e est irrationnel. Pour cela, on raisonne par 'absurde et on suppose que e = £ avec
p et ¢ premiers entre eux. On admet que Vq € N,u; < e < v;. En multipliant I'inégalité par ¢!,
montrer que c’est impossible et conclure.

sont adjacentes.
n! xn
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