Lycée Déodat de Séverac Année 2023-2024
Vendredi 29 Mars Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 9.

Durée : 4h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

1. Factoriser les polyndmes suivants dans C[X] et R[X] :

(@) X°—1;

(b) (X2+2X +1-+2)2+2;

(c) 8X° +4X*—2X3 —13X? + 10X — 2 sachant que } est racine.
2. Soient P et Q deux polynomes tels que : Vz € [0; 1], P(z) = Q(x). Montrer que P = Q.
3. Soient :

R 4, x+y+z+t:0} _ () _{ 4. _}
G—{(x,y,z,t)ER,{ —y—z4t = 0 , H=Vect((1;1;1;1)), F =< (z;y;2;t) € R*;x—y—2z+t=07¢.

(a) Montrer que F et H sont deux sous-espaces vectoriels de R*. On admet que G est également un sous-espace
vectoriel de R*.

(b) Montrerque G C F et H C F.

(c) Déterminer une famille génératrice de F' et de G.

(d) Montrer que GN H = {Oga}.

(e) Montrer enfin que G ® H = F.

Exercice 2

Soit P= (X +1)" — X™avecn > 2.

(Q1) Exprimer les coefficients de P.

(Q2) Quel est le degré de P? le coefficient dominant de P?

(Q 3) Montrer que « est racine de P si et seulement si 3k € {1;---;n — 1} tel que a = m
)

(Q4) Rappeler la relation concernant le produit des racines du polynéme P afin d’obtenir

(-1
1£I1 (21'6“”/” slin(knr/n)) B 1n

(Q5) En déduire que

n—1

1 (Sm(%ﬁ)) =
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Exercice 3

On note E = D*(R,R) 'ensemble des fonctions 4-fois dérivables sur R, F = {f € E /Vz € R, f®(z) = f(z)},
G={feE/VzeR, f(x)=f(x)}etH={fe E/VzeR, f'(x)=—f(x)}.
1. Montrer que F' est un espace vectoriel et que G et H sont deux sous-espaces vectoriels de F.
Déterminer une base de G ainsi qu'une base de H.
Montrer que GN H = {0g}.
Montrer que G ® H = F.
En déduire : F' C Vect(cos(z), sin(x), ch(z), sh(x)).
Etudier I'inclusion réciproque puis en déduire la forme des solutions de I’équation différentielle : y*) — y = 0.

AN

Probleme
, . 1 N Ny i diere
On note £ I'espace usuel muni d'un repéere orthonormé direct R = (O, 4, j, k).
1. Dans cette question, on considere ’ensemble S d’équation cartésienne :
2 2, .2 3
" —2x+y" +=2 —2y+§:O.
(a) Montrer que S est une sphere, donner son centre 2 et son rayon.
r =t
. , y = t+cos(d) .
(b) Soit, pour 6 € [0; 27], I'ensemble Dy : sin(0) avec t € R. Donner un vecteur directeur et un
= 5

point de cette droite Dy.
(c) Soit 6 € [0;2]. Calculer les coordonnées de g, le projeté orthogonal de 2 sur Dy. Un dessin sera apprécié.
(d) Montrer que Qy € S et en déduire que Dy est incluse dans le plan tangent en 2.
(e) Donner une équation de ce plan tangent.

2. Une formule. Soit D une droite de vecteur directeur et passant par le point A. Soit M un point.

(a) Rappeler la formule donnant la norme du vecteur @ A AM.

.
(b) En déduire que la distance du point M a la droite D est d(M, D) = ‘WHAA”M” .

3. Soit D la droite de vecteur directeur ¢ + j et passant par l'origine. On note C I'ensemble des points a distance
75 de cette droite :

1
C= {M(Jj,y,z) € &;d(M;D) = E}
(a) Montrer que M (x;y; 2) € C si et seulement si (z — y)? + 222 = 1.

(b) Quelle estI'intersection de C avec la surface d’équation z = 07 On donnera une interprétation géométrique
de ce résultat.

(c) Plus généralement, quelle est l'intersection de C avec la surface S,, d’équation z = m,le parametre m
appartenant a R. On donnera une interprétation géométrique de ce résultat.

(d) Montrer que V6 € [0;27], Dy C C.
(e) Réciproquement, soit M € C. Montrer qu'il existe 6, € R tel que : M € Dy, .
4. Finalement, proposer un dessin de C et la position relative de S par rapport a celle de C.

* ok *
FIN

* k%
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Correction de I’exercice 1:

1. (a) CfFCOURS: X® —1 = (X% —2cos(27/5)X + 1)(X? — 2cos(47/5) X + 1).

(b) On commence par rechercher les racines complexes de (X 242X +1—+/2)2+2
dans C[X]. Soit « € C tel que : (o> +2a +1—-+v2)?2+2 = 0 &
(@ +20+1—v2(1+49)(a®+2a+1—+2(1—4) =0car 1 = —i% et
a’? —b? = (a —b)(a+0b)=0.Ainsi:

a® +2a+1—-+v2(1+4i) =00oua?+2a+1—+2(1—1i)=0.0n cherche
donc les racines des deux trindmes :

Racines de 22 4 2z + 1 — v/2(1 + 7). On calcule A = 41/2(1 4 4) = 8e'™/*,
On prend donc w = 2v/2¢"™/8 ce qui donne z; = —1 — /2e™/% et 25 =
—1+ +/2¢™/% pour racines.

De la méme fagon les racines de 2242 +1—+2(1—i)sontzy = —1 —
V2e7i/8 et Z5 = —1 + /2e77/8,

Le polynoéme est de degré 4 et admet quatre racines distinctes donc est
scindé a racines simples. On en déduit :

e Dans C[X]:|(X?2+2X)? +1= (X — 2)(X — 22)(X — 71)(X — %) |car le
coefficient dominant est 1.
e Dans R[X] : On remarque que (X — 21)(X — z1) = X2 — 2Re(21)X +

Re(z1) —1 — v/2cos (g) et |2]?
(—1 + V2 cos (g))z + sin? (g) = 3+ 2v/2cos (g) De la méme facon :
Re(z2) = 14 v2cos (%) et [22]? = 3 — 2v/2cos (g) On en déduit :

|z1|>. De méme pour z3. Or : = =

P = (X —£)3(aX?+4bX +c). Par analyse des coefficients dominants : a = 8.
De méme l’identification des termes constants entraine : ¢ = 16. Enfin, en
—1nous en déduisons : —27 = —3(8 — b+ 16) soit b = 8. On en déduit :

1
Dans R[X], P = 8(X + 5)3()(2 +2X +2)

car le trindme a un discriminant strictement négatif! En revanche ce trindbme
ayant pour racines complexes : —1 % ¢, nous en déduisons :

Dans C[X], P = 8(X + %)3()( +1-)(X+1+41).

2. On suppose par l'absurde P # Q. Alors : R = P — @ n’est pas le polynéme nul
donc admet un nombre fini de racines. Or tous les réels de l'intervalle [0; 1] sont
racines de R puisque : Vz € [0; 1], P(z) = Q(z). Contradiction.

Par 'absurde P = Q.
3. Dans (R%, +,.).

(a) « FF C R
e Le vecteur nul appartient clairement & /' car 0 — 0 — 0 + 0 = 0. Soient
X1 i)
uy = Zl ,Up = 321 deux éléments de F' et A € R. Nous avons donc :
1 1
t1 11
z1—y1—21+t = 0etxo—ya—29+t2 = 0. On veut montrer que u = w1 +Aus
1 + Az
est un élément de F. Or, u = Y2 + Ay . On calcule alors :
21+ Azg
t1 + Aty

(X242X4+1—v2)2+2
= <X2—2(1+\/§)cos (%)X+3+2\/§cos (g)) ((X2—2(1 —V2)cos <g)X+3—2\/§cos (%

x1+>\x2—(y2—|—)\y2)—(zl+)\32)+(t1+>\t2) =T — Y1 — 21 —|—t1—‘r>\(5€2—
y2—22+t2).0r,x1—y1—z1+t1 :Oetxg—y2—22+t2:0.Onendéduit

~—
~—

(c) Puisque P, P’ et P” s’annulent en i cela prouve que 3 est racine de P de

multiplicité au moins 3. On peut donc factoriser le polyndme par (X — 3)3:

Année 2023-2024

que z1 + Ax2 — (y2 + Ay2) — (21 + Az2) + (t1 + At2) = 0, ce qui prouve que :
u € F, ce qu'il fallait démontrer.
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Les deux points ci-dessus étant vérifiés, on en déduit que On obtient ce ssyteme :
F est un sous-espace vectoriel de R?. A—p = x A o= =it
- =
e Par propriété, H étant I'ensemble des vecteurs colinéaires a (1;1;1;1), est Aty =y o Ho= yi
un sous espace vectoriel de F. A=y = =z 7= 3
Ap =t zHt = 2y

o Tyttt = o v
(b) Soient (z;y;2;t) € G. Alors { r—y—z4t = 0 t (x;y; 2;t) vérifie
I'équation définissant F'. Donc G C F.

Soit A(1;1;1;1) € H.Alors \— A— A+ A=0et A(1;1;1;1) € F. Donc H C F.

(z;y;2;t) € F si et seulement si (z;y;2;t) = (y + 2 — tyy;2;t) =
y(1; 1,0 0)er + 2(1;0;1;0)er + t(—1;0;0;1)cp Par définition, la famille
((1, 1;0;0); (1;0; 1;0); (—1; 0 0; 1)) est une famille génératrice de F.

“1

Ainsi, (z;y; z;t) € G si et seulement si

(c) o

e De méme,

|
o

T+t
Yy+z

|
o

{ r+y+z+t = 0

z+y+z+t = 0
r—y—z+t = 0 <i>{

y+z = 0

(z39;2;t) = 1(—=1;0;0;1)eg + y(0; 1, —1;0)e

Par définition, la famille ((—1; ;0;0;1);(0;1; —1; 0)) est une famille géné-
ratrice de G.

(d)
(iy;23t) = AL;1;1;1)
(z;y;2;t)) e HNG & ¢ z4+y+z+t = 0
r—y—z+t = 0
< A= 0et (z;y; 2;t) = Opa.
Ainsi,

(e) Soit (z;y; z;t) € F. On cherche X; u;y € R tels que

(#595231) = ML 1 151) 4 (=150, 0;1) 4+ 7(05 1; =15 0).

Année 2023-2024

Or Z£¥ = = car (z;y; 2;t) € F. Finalement, le systéme est compatible et tout
élément de F s’écrit comme la somme d’un élément de H et d'un élémént de
G, ce qui montre que F' C G + H. De plus l'inclusion réciproque est évidente.
En effet, G et H sont des sous-espaces vectoriels de F' donc G + H est égale-

ment un sous-espace vectoriel de F' par propriété. En particulier: G+ H C F.

Par double inclusion :

Correction de I’exercice 2:

(Q1) Par la formule du bindme de Newton, P = 3", (}) X% — X" = (1 + ()X +
()X ) e = 0 () X

(Q2) Le polyndome P est de degré n —1, son coefficient dominant est égal a
") =n.

n
(Q3) aestracine de P si et seulement si (o« +1)" = o™ si et seulementsi (<) =1

car a # 0 (sinon on aurait 1 = 0. ) Ainsi, « est racine de P si et seulement si

Jk € {0;---;n — 1} tel que 2L = €267/ ce qui équivauta Ik € {0;---;n — 1}
tel que
at+l = aei2k‘n—/n
= O[(]. _ ei2kﬂ'/n) = 1
Or (1 — e?#7/7) = (0 & k = 0. Ainsi, o est racine de P si et seulement si
Ik e{l;---;n—1} tel que
IS S 1 B 1
- ei2km/n _ 1 - eikﬂ'/n[eikﬂ'/n _ efikﬂ'/n] - eikﬂ'/n[Qi Sm(/mr/n)]
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(Q4) On sait que le produit des racines d'un polyndéme de degré n est égal a
En effet,

(=D"ao
an ’
n

P:anX”+---+a0:anH(X—ozk)
k=1

On substitue a I'indéterminée X le nombre 0 pour obtenir :

n n
ap = an H(—ak) S ag = ap x (=1)" H Q.
k=1 k=1

Ainsi,

S a0 a(-1)"  (=1)"ao
kglak Can(-1)" (-1 x ()" an

Ici notre polyndme est de degré n — 1, son coefficient dominant est égal a n, son
coefficient constant est égal a 1. On en déduit que :

n—1 1 j (_1)n71
11 (rersatinrmy) =

(Q5) En utilisant les propriétés du produit,

n—1 1 n—1 1 n—1 1 n—1 1
kl;[l (21’6“”’/" sin(kﬂ/n)) B 1};[1 2i kl;[l etkm/n k1;[1 sin(km/n)

! 1 ﬁ 1
@) IR eikr/n L sin(kr/n)

Or

n—1

H ezkﬂ/n —e

k=1

n-likm/n

Année 2023-2024

. n—1 . 1 n—1 1 n—1|x[14+n—1 im(n—1
Puis >~ ikT/n =parlincarite 5 D p—1 K = 5 X ] [2 L = (2 et

Hz:ll etkm/n — gim(n=1)/2 — ;n-1 Enfin,

n—1 n—1 n—1
o \2ietkm/n sin(km/n) (2i)=t xin=t L4 sin(kr/n) - (=2)nt 2L sin(kw/n)

En reprenant 1’expression, on a :

n—1

o,

! ﬁ ! = 1:[ (sin(k—ﬂ)> = n =
(=2)n—1 P sin(kr/n) n P n’')  (=2)n1x (=1)n=1

ce qu'il fallait démontrer.

Correction de I’exercice 3:

1. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E.
e SiVr € R, f(z) = 0,alors: Vz € R, f(2) = 0doncVz € R, fW(z) = f(z),
ce qui prouve que g € F.
e Soient : )\, u deux réels et f1, fo deux éléments de F' c’est & dire deux fonctions

4-fois dérivables et telles que : Yz € R, f1(4) () = fi(z) etV € R, f2(4) () =
fa(x). Posons : b = Af1 + ufs. Alors, par combinaisons linéaires, h est 4-fois
dérivable sur R et : Vz € R, h¥)(z) = )\fl(4)(x) + uf2(4)(x). Or par hypothese :
Vo € R, f1(4)(x) = fi(x) etVz € R, f2(4)(x) = fo(x). Ainsi: Vo € R, h®)(z) =
Mi(z) + pfz(z) = h(z) ce qui prouve que h € F.

On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de E.

Montrons que G est un sous-espace vectoriel de F.

e Déja, G C F. En effet, si f € G. Alors f est 4-fois dérivable sur R et Vx €
R, f"(z) = f(x). En dérivant deux fois cette égalité, nous en déduisons : Vz €
R, fW(x) = f"(x).OrVa € R, f"(z) = f(x) doncVz € R, fW(z) = f(z) ce
qui prouve que f € F.
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e SivVe e R, f(z) = 0,alors: Ve € R, f"(z) = 0donc Ve € R, f(z)
qui prouve que g € G.

= f(z), ce

e Soient : )\, u deux réels et fi, fo deux éléments de G c’est & dire deux fonctions
4-fois dérivables et telles que : V € R, f; (z) = f1(z) etVa € R, fy (z) = folz).
Posons : h = A f1 + pfa. Alors, par combinaisons linéaires, h est 4-fois dérivable
surRet:Ve € R, b (z) = Af, (z)+/f, (z). Or par hypothese : Vz € R, f; (z) =
fi(z)etVz e R, fo (x) = fo(z). Ainsi:Vz € R, h' (z) = M1 (z) + pfa(z) = h(z)
ce qui prouve que h € G.

On en déduit que G est un sous-espace vectoriel de F.

Montrons que H est un sous-espace vectoriel de F.

e Déja, H C F.En effet, si f € H. Alors f est 4-fois dérivable sur R et Vz €
R, f”(z) = —f(x). En dérivant deux fois cette égalité, nous en déduisons :
Vz e R, fW(z) = —f"(z). OrVx € R, f"(z) = —f(z) donc Vz € R, f®¥(z) =
f(z) ce qui prouve que f € F.

e Sive eR, f(z) =0,alors:Vz € R, f (x) = 0doncVz € R, f"(z) =
qui prouve que g € H.

—f(z), ce

e Soient: ), i deux réels et f1, fo deux éléments de H c’est a dire deux fonctions
4-fois dérivables et telles que : Va € R, fi (z) = —fi(z) et Ve € R, f, (z) =
—fa(x). Posons : h = Af1 + ufs. Alors, par combinaisons linéaires, h est 4-fois
dérivable sur R et : Vo € R, h'(z) = Mf; (x) + pfs (z). Or par hypothese :
Ve e R, f (z ):—fl( JetVe € R, fy (z) = —fo(z). Ainsi: Vo € R, h' (z) =
—Afi(z) — pfa(x) = —h(x) ce qui prouve que h € H.

On en déduit que H est un sous-espace vectoriel de F'.

2. e Soit f € E.Alors: f € G & f” — f = 0. L'ensemble des solutions de cette

équation différentielle est ’ensemble des fonctions de la forme : Ae® + pe”.
Ainsi :
feG &3\ pu) eR?/Vr R, f(z) = Ae® + pe”
& f € Vect(e®; e 7).
Par conséquent : G = Vect(e®; e ”*). La famille F = (e*; e %)
est donc une famille génératrice de G. Elle est de plus libre car

4/7

Vo € RoXe® + pe™ = 0 & Vo € R\ + pe=?® = 0, alors pour z = 0,
nous avons A + p = 0, et en passant a la limite en +o00, nous en déduisons :
A=0.Dou: A=pu=0.

Au final F = (e*; e~ ) est libre et génératrice de G donc est une base de G.

e Soit f € E. Alors: f € H < f”+ f = 0.L’ensemble des solutions de cette équa-
tion différentielle est I’ensemble des fonctions de la forme : A cos(z) + psin(z).
Ainsi :

feH &3\ pu) eR?/VreR, f(z) = Acos(z) + psin(z)
& f € Vect(cos(x); sin(z)).
Par conséquent : H = Vect(cos(x); sin(z)). La famille G = (cos(z); sin(z))
est donc une famille génératrice de G. Elle est de plus libre car si
Vz € R, Acos(x) + psin(x) = 0, alors pour x = 0, nous avons A = 0, et

™ . N
pour x = 5 nous obtenons : nous en déduisons : 4 = 0. D’'oti: A = 1 = 0.

Au final G = (cos(z); sin(x)) est libre et génératrice de H donc est une base de

H.

3. ¢ {0g} C GN H est évidente car G N H est un sous-espace vectoriel de E.

e Montrons: GNH C {0g}.Soit f € GNH. Alors: f € Gdonc:Vz € R, f'(x) =
f(z). De plus, f € H donc : Vx € R, f"(z) = —f(x). Par conséquent : Vz €
R, f(z)=—f(z) &V eR, 2f(x) =0 Ve eR, f(x) =0

= {OE}-‘

Par double inclusion,

. ¢ G+ H C Festévident car G et H sont des sous-espaces vectoriels de F'.

e Montrons que /' C G + H. Soit donc f € F , c’est a dire une fonction 4-fois

dérivable sur R et telle que : Vz € R, f )(z) = f(x). On cherche f; € G

et fo € H tels que : Vz € R, f(z) = fi(x) + fo(x). En dérivant deux fois

cette expression, on obtient : f”(z) = f{(z) + f§(z). Or: fi € G donc: Vx €

R, f{'(z) = fi(x) et fo € H donc : Vm € R, fJ(x) = —fa(x). Ainsi : Vo €
f2

R, fi(z) — fo(z) = f"(z). Comme :Vz € R, fi(z)+

il vient : , ,
) = L@ o)~ 1)

(x) = f(z). En sommant,

et f2 ($) =
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f(@) + f"() flz) = f"(=)
2 2

o Vx € R, f1(z) + f2(z) = f(z) en sommant les deux égalités ci-dessus.

et fo(z) = . Alors :

Posons donc : f1(x) =

o fi est deux fois dérivable par somme de fonctions deux-fois dérivable (en
effet f est 4-fois dérivable donc f” est deux fois dérivables et f est également

:W.Or]‘eFdonC:

= 7f”(x)2—|—f(x) = fi(x). De plus

f1 estdérivableet f{’ = f1 donc f{’ est deux fois dérivable ce qui entraine que
f1 est 4-fois dérivable. Bref, f; est 4-fois dérivable et Vz € R, f{(z) = fi1(x),
ce qui prouve que f1 € G.

deux fois dérivable) et Yz € R, f{(x)

f® = f et par conséquent : Vo € R, f{'(z)

o fy est deux fois dérivable par somme de fonctions deux-fois dérivable (en
effet f est 4-fois dérivable donc f” est deux fois dérivables et f est égale-

_ @) — fP(=)

De plus f, est dérivable et f) = —f, donc fi est deux fois dérivable
ce qui entraine que f, est 4-fois dérivable. Bref, f> est 4-fois dérivable et
Vo € R, fi(z) = —fo(z), ce qui prouve que f» € H.

ment deux fois dérivable) et Vz € R, f§(x)

donc: f®) = f et par conséquent : Vz € R, f ()

Par conséquent : f = f1 + foavec fi e Get fo € Hdonc: f € G+ H.

Par double inclusion,

5. Comme G = Vect(e®,e™*)) et H = Vect(cos(z); sin(x)) on en déduit: G + H =
Vect(e®, e~ 7, cos(x); sin(z)). Par conséquent :
F = Vect(e®,e 7, cos(x); sin(z)). Or e* = ch(z) + sh(z) et e = ch(z) —
sh(z) donc Vect(e®, e~ %, cos(z); sin(x)) C Vect(cos(x),sin(x), ch(z),sh(x)). Ainsi,
‘ F' C Vect(cos(z), sin(z), ch(x),sh(z)). ‘

6. Réciproquement : Soit fi(z) = e~*. On sait que f; est 4-fois dérivable et Vz €

R, f1(4) (x) = fi(z). Donc f; € F. De la méme fagon, on prouve que : exp, cos et
sin donc des éléments de F'. F’ étant un sous-espace vectoriel de £, on en déduit
que:
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Vect(cos(z), sin(z), ch(z),sh(x)) C F. Au final,

F = Vect(cos(z), sin(x), ch(x),sh(x)) ce qui justifie que I'ensemble des solutions
de I'équation différentielle () = f est exactement I'ensemble des fonctions de la
forme a cos(x) + bsin(z) + beh(z) + csh(z) avec (a, b, b, ¢) € R

Correction du probleme :

3 1
1. (a) x2—2x+y2+z2—2y+§ =0 (x—1)2+(y—-1)72+22= §.Onreconnait

donc une sphere

2
de centre } = (1; 1; 0) et de rayon : %

est un point de cette droite.

2

(c) Notons : Qy = (x; y; 2). Nous avons : Qy € Dy donc: x =t, y =t + cos(d)
sin(#)

75

De plus, Q—Qg est orthogonal a @ donc :

Un vecteur directeur est

etz =

Q—Qg.ﬁ =0&t—14+t+cos(d) —1=0t= —COSQ(G) + 1. On en déduit :
B cos(f) ~ cos(f) ~sin(0)
Qy = ( 5 L5 L 75 )

(d)
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3
x2—2x+y2—2y—|—22—§

cos?() cos®(0)

+ cos(f) + 1+ cos(f) — 2 +
cos?() +sin?(9) 1

2 ?
0 car cos?(f) +sin®() = 1.

—cos(d) +1—cos(h) —2+

sin(6)? 3
7 '3

On en déduit que 29 € S.

Par conséquent Dy est perpendiculaire a (2Qg) en Q. Puisque le plan tan-
gent en )y est orthogonal a (£2€2y), on en déduit que Dy est incluse dans le

plan tangent en .

(e) Sil’onnote P le plan tangent en {2y, alors :

—
M(x; y; 2) € P < QoM.QQy =0

v— 14 (3052(9) B cosg(@)
oly-1- cos(6) | cos 0) _0
. Sin(@% sin2(9)
V2 V2
cos(0) cos(6) sin(#) 1
S| = 5 T+ 5 Y+ ﬂz—§:o,

toujours a l'aide de la relation cos?(f) + sin®(#) = 1.

2. Une formule.
— . —
(a) |I[% A AM|| = || 2 ||| AM]|| sin(3Z, AD)].

(b) Notons H le projeté orthogonal de M sur D. Alors :

-— —_— . -—
1@ A AM| - = || ||||AM]|| sin(, AM)| .
— | RAH  car|sin(¥, AM)| = 2
AM
= |||l d(M, D).

En divisant par || 7|, nous en déduisons :
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1% A AM|
el

z

d(M,D) =
1 N T
3. @I, W=[1]etd= (0; 0; 0) donc AM = [y |. Ainsi:
0
H Z
UqNAM = —z |,donc:
y—x

s
17 AAM|? =222 + (y — 2)? et | T|% = 2.

De plus,
9 1

M e C & dM,D)? ==

2
en déduit donc :

@ AAM)2 1.,
WP— =3 d’apres précédemment. On

MeC& (z—y)P?+22=1.

(b) {§:3F+%2:1

(z -y =1

z=0

T—y= z—y=-—1
z= Ou{zzO

L'ensemble recherché est donc la réunion de deux droites d’expressions

cartésiennes respectives :

© { (x—y)?+222=1

zZ=m

Ainsi, lorsque :

=

r—y=1

0

r—y=-—1
et{ =0

@{<x—w2=1—wﬁ

z=0

el-2m2=0s|m==+

el—-2m2>0¢ me}

1
V2
1

5

droites.

I'intersection est une droite.

I'intersection est la réunion de deux
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1 1
el-2m?<0&e|me ]—oo; —— {U] —; +o0 [ , I'intersection est vide.

Vel v

sin(6)
V2
222 + (y — x)? = sin(0)? + cos()? = 1, ce qui prouve que
(e) Soit M € C. Alors: 222+ (y —z)? = 1. Posons Y = v/2z et X =y — 2. Alors :
X2 +Y? =1doncil existe 6y € [0; 27] tel que : X = cos(fp) et Y = sin(fy).
sin(fp)
V2

x=t,y=t+cos(fy),z=

(d) SiM(z; y; z) € Dg,alors:x = t,y = t+cos(f) etz =

. Par conséquent :

ety —x = cos(fp). En posant x = ¢, nous avons alors :
sin(6p)
V2

On a donc prouvé, partant de M € C, que: 3¢ € [0; 27] / M € Dy, = M €

U Dy, doncque:|CC U Dy
0€[0;27] 0€[0;27]

Donc: z =

ce qui prouve que M € Dy,.

4. L'ensemble des points de C est I’ensemble des points équidistants d"une droite.
- =
C’est donc un cylindre de révolution autour de I'axe O + Vect( i+ J ) De plus,

la spheére est tangente a toutes les droites (Dg)ge[o;2 €t la réunion de ces droites
constitue le cylindre. Ainsi, la sphere est tangente au cylindre.

* k%
FIN

* * x
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