Lycée Déodat de Séverac Année 2022-2023
Vendredi 9 Juin 2023 Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 8.

Durée : 4h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

Petits exercices en vrac

1. Déterminer lim L — L .
t—=1\In(t) t—1

2. Etudier la convergence des séries suivantes :

@> ;—:; ®> (sin (%) —In (1 + %)) ;© > %Arctan (%) (d)) n?e

n>0
3. Soit @ 'application qui a tout polyndme P € Ry[X] associe le polyndme ®(P) = XP"” + P’ + P.
(Q1) Montrer que ® € L(R2[X]).
(Q2) Donner sa matrice M dans la base canonique (1, X, X?) de R2[X].
(Q3) Montrer que (¢ — Id)*(P) = 2P" puis que (® — Id)® = 0z(r,[x))-
(Q4) Montrer que & est un isomorphisme et déterminer ®~".
(Q5) Déterminer une base de Ker(® — Id).

4. Onpose: S, = Z VEk.

k=1

A T’aide des sommes de Riemann (attention sommes de Riemann et pas séries de Riemann), montrer que : S,, ~ Zn./n.
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Probleme 1

On note ¢ la fonction définie sur [0; 1] par ¢(t) = { 61;(:)2515 €10; 1]
1. (a) Montrer que ¢ € C([0; 1]).

(b) Montrer que Vt € [0; 1], |¢(¢)] <

Q|-

1 1
2. Pour toutn € N, on pose : I, = / t"p(t) dt et pour « €]0; 1[, Jn(a) = / "t n(¢) dt.
0 e

(a) Justifier ’existence de I, et J, () pour tout n € N.

(b) Calculer J, () al’aide d’une intégration par parties et montrer que: lim J, (o) = — ;
a—0T (n + 2)2
(c) Montrer que: / t"p(t)dt| < 2 Qu'en déduit-on pour lim t"p(t) dt?
0 (&3 a—0t Jg

(d) Déduire de la question précédente que lim+ (In — Jn(@)) = 0 puis la valeur de I,.
a—0

(e) Montrer que Z I,, converge.

n>0
n 1 1 w(t) .
3. SoitneN.Onpose:Sn:Z]k,S:/ U(t) dt et Ry, :/ () dt, avec p(t) = { 11t si0<t<l1
k=0 0 0 —1sit=1.

(a) Justifier I’existence de S et R,,.
(b) Montrer que:Vn € N, S, =5 — R.

(c) Justifier I'existence de M = sup,¢ o, 11%(¢)| puis montrer que : Vn € N, |R,| < PR

—+ o0
(d) Finalement montrer que Z I,=S5.
n=0
+oo 7T2
4. On admet d tt tion : — = —.
n admet dans cette question ; 2 5
+oo
(a) En déduire a I’aide de 2 la valeur exacte de : Z 1.
n=0

(b) En vous aidant des questions précédentes, montrer finalement que :

1 2 _
/ tIn(t) g 6.
0

t—1 "~ 6

Probleme 2

Le probléme est consacré a une expression simple des endomorphismes de R* de rang 1. Dans la premiére partie, on étudie un
exemple. Dans la deuxiéme partie, on obtient une expression simple des matrices carrée d’ordre 3, de rang 1, et vérifiant une
équation matricielle. La troisieme partie établir un résultat général sur les endomorphismes de R™ de rang 1. En particulier, nous
en déduisons dans la derniere partie une expression simple de tous les endomorphismes de R?, de rang 1, et non nilpotents.

A) Un exemple.

1 2 -2
Onnote A= [1 2 -2]etf e L£(R?)'endomorphisme canoniquement associé a A.
1 2 =2
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B)

Q)

D)

A-1 Calculer rg(A).

A-2 Calculer A%. Que peut-on en déduire pour f? Préciser ses éléments caractéristiques, ainsi qu’une base de chacun de ces
derniers.

0 0 O
A-3 Déduire de précédemment une base B de R? telle que : Mats(f) = [0 0 0 ].Sil’'onnote C la base canonique de R?,
0 0 1
préciser la matrice de passage Fc,5.

Une équation matricielle.

On cherche toutes les matrices M € M3(R) de rang 1 et vérifiant la relation : M? = aM, avec a € R*. On notera f 1’endo-
morphisme canoniquement associé a M et I la matrice identité de M3(R).

B-1 Montrer que Im(M) C ker(M — of) et en déduire : dim(ker(M)) + dim(ker(M — ol)) > 3.

B-2 Montrer que ker(M) @ ker(M — ol) = R®.

B-3 Justifier 'existence de vecteurs e1, ez et e3 de R? tels que : ker(M) = vect(e1,e2), ker(M — ol) = vect(es).
B-4 Justifier rapidement pourquoi B = (e1, ez, e3) est une base de R? et déterminer Matz(f).

B-5 En déduire le résultat suivant : si une matrice M € M3(R) de rang 1 vérifie la relation M 2 = aM, alors M = PDP7!,

0 0 O
avecD= |0 0 0| etP e GL3(R)quelconque.
0 0 «

Un résultat général.

On considere dorénavant un endomorphisme f de R™ et tel que rg(f) = 1. On note e un vecteur de R" tel que f(e) # 0.
C-1 Justifier 'existence de e et montrer que ker(f) @ vect(e) = R".

C-2 Enremarquant que f>(e) € Im(f), justifier 'existence de € R tel que : f?(e) = af(e).

C-3 On considére z € R™ et on décompose : z = u + Ae, avec u € ker(f) et v = Ae € vect(e). Montrer que f(z) = af(z).

C-4 Onnote M la matrice de f dans la base canonique. Déduire de la relation précédente une relation vérifiée par M.

Syntheése et exemple.
D-1 En vous aidant des résultats précédents, montrer que si M € M3(R) est telle que rg(M) = 1 et M? # Os, alors il existe
0 0 O
PeGL3(R)telque: M = PDP~',avecD= (0 0 0| eta#0.
0 0 «
1 1 1
D-2 Onsuppose M = {1 1 1. Vérifier querg(M) = 1. Préciser alors «, D et P.
1 1 1
Exercice 2

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et u € £(E). On note ¢ la restriction de u a Ker(u?).

1. Montrer que Ker(y) C Ker(u) et Im(p) C Ker(u).
2. En déduire : dim(Ker(u?)) < 2dim(Ker(u)).

* k%
FIN

* % %
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Exercice 1:

1. Commmengcons par mettre au méme dénominateur :

1 1 t—1—In(t)
In(t) t—1 (t—1)In(t)’
Or, on posant ¢t = 1 + u nous obtenons :

e aunumérateur : u — In(1 + u) = Fu? + op(u?) donc : u — In(1 + u) ~o Fu?.

e au dénominateur : uIn(1 + u) ~¢ u? par produit d’équivalents usuels.

Ainsi, par quotient d’équivalents : 1 1 %(t_ 1)? 1
pard q "In(t) t—1 ' (@-1z %

On en déduit : | lim L - L = l
t—=1\In(t) t-—1 2

. PSP . e e” e\"
. (@) On reconnait une série géométrique de raison ¢ = 3 car — = (5) . Comme
q > 1 on en déduit que la série diverge.

1 1
(b) Pour n € N*, posons : u, = sin (—) —1In (1 + —) . Puisque :
n n

. 1 1 1
sin| — ) = —+ 0400 | — | €t
n n n

1
Uy, ~ oz Par ailleurs :

1 1 1 1 PR .
. Z 5,2 =3 Z o et Z 3 converge d’apres le critere de convergence
des séries de Riemann.

1
v N* — ;
e Vn € N* oz >0
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Donc par le critére de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit

. (1 1
que : Z <s1n (H) —1In (1 + E)) converge.

n+1
n2

1 1
Arctan (—) Par équivalents usuels : u,, ~ ——=.

vn ny/n

Comme E NG converge d’apres le critere des séries de Riemann, on en
nyn

(c) Posons : u, =

déduit que la série est convergente par critere de comparaison des séries a

termes positifs.

(d) Posons :u, =n

2¢~. Nous avons :

e Vn € N*, u, > 0.

e ICeR /VneN, u, < %.Eneffet:

4 _ —n

n2u, = n*e ™. Or: lim ne”
n—-+oo
(n®uy)nen- converge vers 0 donc est majorée car toute suite convergente

est bornée, et donc majorée.

= 0 par croissances comparées. Ainsi

1 . . .
. E —; converge d’apres le critere de convergence des séries de Riemann.
n

Par le critére de majoration des séries a termes positifs on en déduit que :

E n?e”" |converge.

n>1

3. (Q1) Soit (A, ) € R?, (P, Q) € Ry[X] x Ry[X]. On calcule

PP+ uQ) = X(AP + uQ)" + (AP + uQ)' + AP 4+ uQ = A(P) + n®(Q).

Par définition, ® est donc linéaire. De plus, si P € Rq[X], ®(P) € Ry[X].
On en déduit: ®(P) € L(R3[X]).
(Q2) Puisque: ®(1) =1, ®(X) = X+1et®(X?) = X?+4X la matrice demandée

— s O —

1 1
est: [0 1
0 0
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(Q3) (®-1d)*(P) =(®—Id)(®(P)~-P) Sp _ 1 Z Vi
=(®—Id)(XP"+ P) nvn — nyn !
=®(XP'+P)—(XP'+P) 1 TR
= 2(XP" + P')" 4+ (XP" + P'). ==y \/j
n n
Or: (XP" + P = XP® 4 2P" = 2P"” car P € Ry[X] et donc 1 e i
(XP" + P')" =0 de la méme fagon. On en déduit : (® — Id)*(P) = 2P". == Z f (E) ,
k=1
Ainsi, (® — Id)3(P) = (® — Id)(2P") = 0 toujours car P € Ry[X]. Ainsi avec f définie sur [0; 1] par I'expression : f(t) = v/t. Comme f est continue sur
(® — 1d)® = 0. [0; 1] le théoreme de convergence des sommes de riemann assure que :
(Q4) Onsait que rg(®) = Vect(p(1), p(X), p(X?)) = Vect(1, X +1,4X + X?). De 1 & i 1
plus (1, X +1,4X + X?) est libre car de degrés échelonnés donc rg(®) = 3. nll)r-ﬁr-loo - Z f (ﬁ) = / Vtdt.
Enfin dim(Ry[X]) = 3, donc : dim(Im(®)) = dim(R2[X]) ce qui prouve que k=1 0

® est surjective. ® étant un endomorphisme, elle est également injective

1 1
donc est bijective et linéaire donc est un isomorphisme. Or : / Vidt = Et\/,; _2 Par conséquent : lim Sn, _2 ce qui prouve
' 0 3 0 3 ' n—+o00 n\/ﬁ 3

1 10
Si I'on note A = 0 1 4). Par propriété la matrice de que|S, ~ gn\/ﬁ
0 01 3
®~1 dans la base canonique est A~1. Or, par calcul matriciel,
1 -1 4
-1 _ : .
A = (O 1 -4 0 0 1)- Probléme 1 :

tln(t) sit €]0; 1] .

On note ¢ la fonction définie sur [0; 1] par ¢(t) = { Osit—0

Ainsi: @ 1(a+bX +cX?) = (a —b+4c) + (b—4c) X + X2
(Q5) P e Ker(d — Id) < &(P) — P = 0 XP" + P’ = 0. En notant P = az® + 1. (a) Par opérations usuelles sur les fonctions continues, ¢ est continue sur ]0; 1].
bX + ¢, la condition s’écrit : 4aX +b =0 < 4a = O et ¢ = 0. On en déduit : _ ’ )
PeXKer(®P—1Id)=a=b=0« P =c< P c Vect(l). Finalement : De plus, par croissances comparées : tl_1>%1+tln(t) = 0. Comme ¢(0) = 0 par

Ker(® — Id) = Vect(1). Toute famille constituée dun seul vecteur est libre définitions, cela veut dire que : lim ¢(¢) = »(0) donc que ¢ est continue en 0.
donc (1) est libre est génératrice (car Ker(® — Id) = Vect(1)) donc est une t=0

base de Ker(® — Id).

Aufinal, p € C([0; 1)).
(b) ¢ est dérivable sur ]0; 1] par produit de focntions dérivables et Vit
10; 1], ¢'(t) = In(t) + 1. Comme : In(t) +1 > 0 & In(t) > -1 & t >
On remarque que : on en déduit le tableau de variations :

4. Onpose: S, = Z\/E
k=1

=M

Année 2022-2023 2/8
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tp 1 1 1
e lim Jy(a) = ——5.
0 0 am0+ (@) (n+2)2
2 \ / (c) Parl'inégalité triangulaire :
1 [ et << [Cirpw)a
0 € 0
1 1 1
Par conséquent : V¢ € [0; 1] — B <(t) <0< |Vte|0; 1], [p®)] < o Or, 0 <ta<letVte|[0;1],[t"] <1let|p(t)| < - dapresprécédemment. Par
e
conséquent :

1
. _ n . — 1

2. Pour tout n € N, on pose : I, = /0 t"p(t) dt et pour o €]0; 1[, Ju(a) = vt € [0; al, |t"¢(t)|—. Par croissance de l'intégrale, on en déduit :
e

1
n+1 @ “1 “1
/ £ In(t) dt. / [t"o(t)] dt < / — dt. Puisque : / = dt = < il sensuit :
« 0 o € o € €

(@) o t — t"™p(t) est continue sur [0; 1] par produit de fonctions continues et

/ " o(t) dt‘ <2
O e

1
d’apres la question 1. Par conséquent : / t"p(t) dt existe ce qui prouve
0

que I, existe. Ainsi :
e De la méme facon ¢t — t"*1 In(¢) est continue sur [«; 1] donc J,, existe. o
_— g2 Va €]0; 1], O < / t"p(t) dt’ <2
®) Jn(a) = / t" T In(t) dt. Posons : u(t) = In(t) et v(t) = o T et v sont de 0 e
: 1
lasse C' sur I = [o; 1] et:Vt € I, u/(t) = =, v'(t) = t"*!. Lintégrati “
¢ ass:e st [o; 1] e €L w(t) " ®) fiegtation pat Or: lim < = 0donc par théoréme d’encadrement :| lim t"p(t) dt = 0.
parties donne alors : a—0t € a—0+ Jo
1
1
Jo(a) = / 7 In(t) dt (d) On remarque que J, (o) = /a t"p(t) dt donc par Chasles :
¢ n+2711 1 n+1 1 1 o
_ [m®t"= ] / o I — Jn() = / tno(t) dt — / tno(t) dt = / " () dt.
n+2 |, o N2 0 a 0
| In(a)amt? 1 o : “on _ T —
il e ey ("% —=1). Or, ah;& ; t"p(t)dt = 0donc: algng(In — Jp(o)) =0.
1
Comme n + 2 > 0, lim a"2=0 et par croissances com- Enfin, lim I, = I, et d’apres ci-dessus : lim J,(a) = ———=, donc
a—0+ a—0+ a—0+ (n+2)?
parées liIBlJr In(a)a™™® = 0, donc par opérations usuelles : puisque : li%l+(1" — Jy(a)) = 0 on en déduit au final :
a— a—

Année 2022-2023 3/8
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1
" T
1
(e) o —1, Zm}

1
v N, ———>0;
e Vn c ,(n+2)2_

1 1
* ——— ~ —
(n+2)2 n2’
. E —; converge d’apres le critére de convergence des séries de Riemann.
n

Par comparaison des séries a termes positifs on en déduit que : E -1,

converge. Or : Z I, = — Z —1I,, donc: 2 I, converge.

n 1 1
3. Soit n € N. On pose : S,, = Z I, S = / Y(t)dt et R, = / t" Tl (t) dt, avec
0 0

k=0
t
(t) = %siogta
—1lsit=1.

(a)  Comme ¢ est continue sur [0; 1] d’apres 1la, par opérations usuelles, ) est
continue sur [0; 1[. De plus : In(t) ~1 ¢ — 1 donc ¥(¢) ~ 1 — 1 ce qui assure
que : tliml¢(t) = —1. Or ¢(—1) = —1 par définition donc : tlimlw(t) =

—— ——

1(—1) ce qui prouve que 7 est continue en —1.

Au final, 9 est continue sur [0; 1] d’ot1 I'existence de S.

e ) étant continue sur [0; 1], ¢ — t"14)(¢) est continue sur [0; 1] par produit,
d’ou l'existence de R,,.

Année 2022-2023 4/8

b S, =Y I

k=1
nool

=> / tho(t) dt
k=1 o

- / (Z t*)(t) dt par linéarité de I'intégrale.
0 k=1

14 _ yn+l

- [ i ea

0

1-1¢

1 1 n+1 :
t t hi(t
= / M dt — / LZ() dt on peut couper en deux car

les deux intégrales existent d’apres ci-dessus)

5]

(c) e Par composition de fonctions continues, ¢t — |1 (t)| est continue sur [0; 1]
donc M = sup,¢o, 17| (t)| existe d’apres le théoréme de Weierstrass.

e D’apres l'inégalité triangulaire :

1
| R g/ [t"T1ep(t)| dt. Or :
0

vt € [0; 1], [t"Hlw(t)| = Ty (t)|. De plus, Vt € [0; 1], "1 < 1 et
vt € [0; 1], |¢(t)| < M donc: Vt € [0; 1], [t"(t)] < Mt"1. Par croissance
de I'intégrale on en déduit :

1 1
/ [t T (t)| dt g/ Mt d.
0 0

1 1
M
Enfin,/ Mt de = M/ t"tldt = —— donc au final :
0 0 n+2

M
R, < .
| ‘_n+2

M
(d) D’apres la question précédente : ¥n € N, 0 < |R,| < i o De plus

im = 0 donc par théoreme d’encadrement : lim |R,| = 0 <
n—+oo 1 + 2 n—+oo
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lim R, =0.|Comme S, = S — R,, par somme de limites, lim S, =S. 1 2 -2
n oo n—-+oo A) A1 Im(4) =vect [ [ 1 |, [ 2 |, -2
—+o0 —+o0 1 2 —2
Or, par définition : ngmoo S, = Z donc: Z I,=25. 1 2 1 -2
n=0 n=0 = vect 1 , car| 2 =21 et -2 =-2
too | o 1 2 1 —2
4. On admet dans cette question : 1; 26 Ceci prouve que Im(A) est une droite vcetorielle, donc que
1 B rg(A) = dim(Im(A4)) = 1.
(a) D’apres 2d, I,, = - donc: ‘ g4) (Im(4)) ‘
(n+2) A-2 Le calcul matriciel donne A% = A & Mate(f?) = Mate(f) & f2 = f (C est

"1
2—2

1 n
Z I, = — Z 0T 2)2, Or, par glissement d’indice : Z k 2)°

Z 12 — 1. Ainsi,

S, =1 zn:l Ori01 —7T2d01’1C‘
t k= 1]{2. ,k:lkz_ 6 '

limites, on en déduit :

Donc par Chasles, Z k npP

lim
n—-+oo

Z =Ry . Par somme de

2
lim S, =1— —

n——+o0o

,C'est a dire:

+oo 71_2
T;In =1- -

2
(b) La question précédente assure que: S =1 — % Or,

1 1
S:/ e(t) dt:/ Mdt: /tln()th insi,
1—t o 1—t o t-1
2
_/ tln()dt 1—7r—,cequidonneauﬁna1:
o t—1 6

1 2 2
1 _
/tn(t)dt:ﬂ T 6.
y -1 6 6

Probléme 2 :

Année 2022-2023

la base canonique de R3.) DFonc f est linéaire et f o f = f, ce qui prouve

que ‘ f est un projecteur. ‘ Ses éléments caractéristiques sont ker(f) = ker(A)

etIm(f) = Im(A).

1

e D’apres ci-dessus : | Im(f) = vect 1 et la famille constituée du

1

1
vecteur e; = ( 1 \ est une base de Im(f).

\1)/

y | € Ker(f)
z

o X = <=>AX202
r+2y—22=0
r+2y—22=0
r+2y—22=0
Sr+2y—22=0
S r=-2y+2z2

=

—2y+ 2z
&S X = Y
z
-2 2
S X =y 1 14+21 0
0 1
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-2 2
Ainsi, | ker(f) = vect 11,10 .|Sil'on note F = (ez, e3), alors
0 1

=e2 =e3

F est une famille génératrice de Ker(f) d’apres ci-dessus. De plus, e; et e3

ne sont pas colinéaires donc F est libre. On en déduit que F est une base

de Ker(f).

A-3 Puisque f est un projecteur, nous avons ker(f) & Im(f) = R?. On en déduit

B) B-1

Année 2022-2023

que B = (ez, e3, e1) est une base de R?. On détermine Matz(f), en calculant :
0
o fle2)=1 0

car e € ker(f).

0
0

o fles) = ( 0 ) car ez € ker(f).
0

1 2 -2 1 1
o fle1)=Aen =1 2 -2 1 |=[1]=e.
1 2 -2 1 1

Ainsi, Par ailleurs,

0 0 0 -2 21
Mats(f)=10 0 0]. Pep=|1 0 1].

0 0 1 0 01
On suppose X € Im(M) et on veut montrer que X € Ker(M — al). Puisque
X € Im(M), nous avons X = MY, ou Y est un vecteur de R3. Alors :
(M —a)X = (M — o) MY = (M? —aM)Y = 0 car M?> = oM par
hypothese. Ceci prouve que : ‘ Im(M) C Ker(M — o) ‘

D’apres ci-dessus, dim(Ker(M — al)) > rg(M), donc : dim(Ker(M —
al)) + dim(ker(M)) > rg(M) + dim(ker(M)). Or, d’apres le théoreme du
rang, rg(M) + dim(ker(M)) = dim(R?®) = 3. On en déduit donc que :
‘ dim(Ker(M — al)) + dim(ker(M)) > 3. ‘

6/8

B-2

B-3

B-4

B-5

e Soit X € Ker(M) NKer(M — al). Alors M X = 0, puisque M € Ker(M) et
MX = aX puisque M € Ker(M — al). Onen déduit: aX =0 < X =0,

Ker(M) NKer(M — oI) = {0}. ‘

car o € R*. Ainsi,

e D’apres la relation de Grassmann, nous avons : dim(Ker(M) + Ker(M —
al)) = dim(Ker(M)) + dim(Ker(M — al)) — dim(Ker(M) NKer(M — ol)).
Or d’apres ci-dessus, Ker(M) N Ker(M — af) = {0} donc dim(Ker(M) N

Ker(M —al)) = 0. De plus, d’apres la question précédente, dim(Ker(M))+

dim(Ker(M — al)) > 3. On en déduit : dim(Ker(M) + Ker(M — ol)) >

3. Enfin, Ker(M) + Ker(M — o)) C R?® donc dim(Ker(M) + ker(M —

al)) < 3. Par conséquent : dim(Ker(M) + Ker(M — al)) = 3, donc :

Ker(M) + Ker(M — al) = R?|, puisque Ker(M) + Ker(M — al)) est un
sous-espace vectoriel de R? de méme dimension que R3.

ker(M) @ ker(M — ol) = R3.

Les deux points précdents prouvent que :

rg(M) = 1 par hypothése donc, d’apres le théoreme du rang, dim(ker(M)) =
3 —rg(M) = 2. Par conséquent, une base du noyau est constituée de deux

éléments, donc : ‘ Ker(M) = vect(eq, e2). ‘

Puisque : ker(M) & ker(M — al) = R3, nous avons : dim(ker(M)) +
dim(ker(M — o)) = 3, donc : dim(ker(M — al)) = 1. ker(M — o) est donc
ker(M — al) = vect(es). ‘

une droite vectorielle d’ott

Puisque, ker(M) @ ker(M — al) = R3, B = (e1, ez, e3) est une base de R?. De
plus:

o f(e1) = Me; =0care; € ker(M).
o f(ez) = Mey = 0car ey € ker(M).
o f(e3) = Me3 = aeg car ey € ker(M — o).

0 0 O
Matp(f)=10 0 0
0 0 «

Ains,

D’apres les formules de changement de base : Mats(f) = P~ Matc(f)P,
avec P = Pe g € GL,(R). Or, f est canoniquement associée a M donc M =
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0 0 O
Matc(f) et d’apres la question précédente, Matg(f) = (O 0 O) .On en
0 0 «
—_———

=D
déduit: D = P~'M P, d’ot en multipliant I'égalité a gauche par P et a droite

par P~1:|M = PDP"'.

rg(f) # 0 donc f est non nulle, ce qui justifie l'existence de

‘e tel que f(e) # 0. ‘

e D’apres le théoreme du rang, dim(ker(f)) + rg(f) = dim(R"™) = n. Or, par
hypothese, rg(f) = 1, donc : dim(ker(f)) = n—1. De plus, dim(vect(e)) = 1,
donc: ‘ dim(ker(f)) + dim(vect(e)) = n = dim(R"). ‘

e Soit x € ker(f) Nvect(e). Alors : z = e (z € vect(e)) et f(z) = 0 (x €
ker(f)). Ainsi, f(z) =0 < Af(e) =0 < XA =0, car f(e) # 0 par hypothese.
On en déduit : z = Ae = 0e = 0, ce qui prouve que : ‘ ker(f) Nvect(e). ‘

D’apres les deux points précédents, | ker(f) & vect(e) = R". ‘
f2e) = f(f(e)) = f(y), avec y = f(e), donc : f*(e) € Im(f). Puisque

rg(f) = 1, Im(f) est de dimension 1, donc deux éléments quelconques de
Im(f) sont colinéaires. Or f€ et f(e) sont deux éléments de I'image. Ils sont

donc colinéaires, ce qui justifie I’existence de o € R tels que : | f%(e) = af(e).
Puisque f est linéaire, f(z) = f(u) + Af(e) = Af(e) car u € ker(f). Donc:

o f2(x) = f(f(x)) = f(Af(e)) = Af%(e) = Aaf(e), d’apres précédemment.
o af(x) = aAf(e).

f2(2) = af(2).

Onnote : M = Matc(f) ouC estlabase canonique de R™. Alors : Matc(f?) =
M? et Mate(af) = aM. Or f?2 = af & Matc(f?) = Mate(af). Par consé-

quent,

Finalement,

D) D-1

D-2

7/8

Si M € M3(R) est telle que rg(M) = 1, alors son endomorphisme cano-
nigquement associé f est de rang 1, donc d’apres C), M2 = aM, avec de
plus o # 0 car M? # Os par hypothese. Alors, d’aprés B), nous avons :

M = PDP™'| avec| P € GL3(R) |et

e Nous avons rg(M)

(1)

dim(F) =1 &

F

3 3
e Par calcul matriciel, M2 = ( 3 3) = 3M,donc
3 3

3
3
3
0 0 O
e OnendéduitD=|0 0 0].

e Pour obtenir, P, nous devons déterminer une base de ker(M) et de
ker(M — 3I).Or:

X O3 & z+y—+z 0. Ainsi,

(;) € ker(M) & MX

z
—y—z -1

X € ker(M) & X ] S=y 1
z 0

-1 -1
Ker(M) = vect 1, 0
0 1
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T —2x+y+2=0
X =\|y| € kee(M -3I) & MX = 3X & r—2y+z2z=0 &
z r+y—22=0
—2rx4+y+2z=0 oy s —
—3y+32=0 Ly« 2L+ Ly . {m: YTET2 0 Ainsi,
3y—32=0 L3+« 2L+ Ls y=z
1 1
Xeker(M—-3I)eX=z| 1 |.Ainsi, Ker(M — 3I) = vect 1
1 1
-1 -1 1
Nous en déduisons:|P = | 1 0 1
0 1 1

Exercice 2:

1. Soit x € Ker(yp). Alors: ¢(z) = 0g. Or, p(x) = u(z) donc u(x) = Og ce qui prouve
que Ker(y) C Ker(u).

Soity € Im(yp), alorsy = p(x) = u(x) avec x € Ker(u?). Alors: u(z) = u?(x) = 0g
car x € Ker(u?). On en déduit donc y € Ker(u).
Les deux points précédents montrent donc que : Ker(¢) C Ker(u) et Im(p) C
Ker(u).

2. Le théoreme du rang pour ¢ donne : dim(Ker(¢)) + rg(¢) = dim(Ker(u?). Or :
Ker(p) C Ker(u) donc : rg(p) < dim(Ker(u)). De méme Im(y) C Ker(u) donc
rg(yp) C dim(Ker(u)). On en déduit au final :

dim(Ker(u?)) < 2dim(Ker(u)).

* * k
FIN

* k x
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