Lycée Déodat de Séverac Année 2022-2023
Samedi 15 Avril 2023 Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 7.

Durée : 4 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

Les questions suivantes sont indépendantes

1. Factorisez dans C[X] puis R[X] les polyndmes suivants :
Pi=(X2+X+12+1; Po=X*—6X3+12X2-10X+3; Py=XS+X3+1.

On pourra remarquer que Py a 1 pour racine évidente

1 2
-2 -4

(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M (R) et calculer dim(F').

2. Onnote A = < )etF:{MEMQ(R)/AMZOQ}.

(b) Déterminer un supplémentaire de F' dans M3 (R).
3. On note E le R-espace vectoriel des fonctions de classe C* surRet F = {f € E / f'(0) = f'(1)}.

(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Montrer que F @ Vect(Arctan(xz)) = E.

4. Calculez les développements limités suivants aux ordres proposés :
(a) développement limité a I'ordre 5 en 0 de Arctan(z)(sin(x) — x).
(b) développement limité a 1’ordre 4 en 0 de cos (In(1 + z)).
(c) développement limité a 'ordre 3 en 0 de exp <%)
x
1

e’

(d) développement limité a 'ordre 2 en 0 de 5

Exercice 2

Soit P un polynome de degré n € N* et tel que : (X — 1)P’ =nP.
1. Montrer que 1 est racine de P.
2. En appliquant la formule de Leibniz, montrer que : Yk € N, (X — 1)P*+) = (n — k) P(®),

3. On note a,, le coefficient devant le terme de degré n de P. Donner I'expression de P(™)(1) en fonction de n et
.

4. Déduire des deux questions précédentes que 1 est racine de P de multiplicité n.

5. Finalement, quelle expression obtient-on pour P?
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Exercice 3

Onnote E = Ry[X].

1. Montrer que : (X (X — 1), X(X +1),(X — 1)(X + 1)) est un base de R[X] et déterminer les coordonnées de 1
dans cette base.

2. Pour a € R, onnote F, = {P € E/P(a) = 0}, soit I'ensemble des polyndémes s’annulant en a.
(a) Montrer que pour tout réel a, Fy, est un sous-espace vectoriel de R,[X | de dimension 2.
(b) Déterminer une base de Fy N F_;.
(c) Montrer que Fy = Vect(X (X — 1), X(X +1)).
(d) Montrer que Fy & H = Ry[X]avec H = F1 N F_;.

Exercice 4

1. Soit E = R, et F I'ensemble des vecteurs (z;y; 2;t) tels que z + y + 2z + ¢ = 0, et G 'ensemble des vecteurs
(x;y; 2;¢) tels que x + 2y + 3z + 4¢ = 0.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et calculer dim(F). De méme on admet que G est un
sous-espace vectoriel de R* avec dim(F) = dim(G).
(b) Calculer dim(F N G).

(c) On considere les sous-espaces vectoriels suivants : H; = F N G, Hy = Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0)) et
Hj; = Vect((0,0,1,0),(0,0,0,1)).

Vérifier que dim(Hs) = dim(H;) et que Hs est un supplémentaire commun a H; et H,.

2. Onnote dorénavant E un K-espace vectoriel quelconque de dimension finie n € N* et F' et G deux sous-espaces
vectoriels de F de méme dimension p € N*.
(a) Justifier que F' N G admet un supplémentaire F’ dans F' et un supplémentaire G’ dans G.
(b) Montrer que F' NG' = {0g}.
(c) Montrer que dim(F”) = dim(G").
(d) Onnote (uy,...,u,) une base de F’, (vy,...,v,) une base de G’ et H' = Vect(uy + vy, ..., ur + vp).

Montrer que F = (u1 + v1,...,u, + v,) est une base de H'.
(e) Montrerque F$ H' =F+GetGa H =F +G.

(f) En vous aidant de H’ proposez alors comment construire un supplémentaire commun a F et G.

* k ok
FIN

* kK%
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e Soient (M7, Ms) € F? et (\; u) € R% Alors : A(AM; + pMs) = NAMs +

wAM, par propriétés du produit matriciel. Or M; € F donc AM; = 0.
Exercice 1: De méme M, € F donc AM; = 0,. Par conséquent A(AM; + pby) =
A0z + 102 = 03 ce qui prouve que AMy + M, € F.

1. P, cf TD. Les trois points précédents, nous en déduisons que F' est un sous-espace
vectoriel de M (R).
e On constate que que P»(1) = 0. On détermine alors sa multiplicité : 2(R)
P)=4X3—18X?+24X — 10 donc Pj(1) = 0. Ensuite: Py = 12X? — 36X +24 0 b
donc Pj/(1) = 0. On remarque que P2(3)(1) # 0 ce qui prouve que 1 est racine D'autre part, soit M = ( d)' Alors si M < F, nous avons
de P> de multiplicité 3. 4+ 2 =0 .
AMy = 0o & b+2d:O'D0nC:a = —2cetb = —2d ce qui
Ainsi: P, = (X — 1)3(aX + b). L'identification des termes de plus haut degré _ _ _ _
A 2¢ —2d 2 0 0 -2
entraine a = 1 et I'identification des termes de plus bas degré entraine 3 = —b. entraine : M = c d = 1 o) T d 0 1 donc
s . _ _1)3 — —
Aufinal:| P, = (X — )7(X +3). M € Vect (( 12 8) , (8 12>>. Or l'inclusion réciproque est aussi
e On cherche les racines de P;. On résout donc 'équation : 2% + 2% + 1 = 0. En
. 3 Ca 2 . s -2 0 0 -2 .
posant : Z = z°, nous nous ramenons au trinbme : Z< + Z + 1 = 0 qui a pour vérifiée car 1 o) € F, o 1)¢€ I et puisque I est un sous-espace
racines : ¢2™/3 et ¢="27/3 Par ailleurs : .
vectoriel.
23 = 23 & z = P27/9%2k7/3 ce qui donne trois solutions : z; = €??7/9, 92 0 0 -2
29 = B7/9 et 25 = £i147/9, Au final : F' = Vect ( 1 0) , (0 1 )) On en déduit que la famille
, -2 0 0 -2 . PP i
De la méme facon, la résolution de 23 = e—i27 /3 meéne aux solutions : 77, Z5 puis 1 o) \o 1 est une famille génératrice de F'. Cette derniére est
\pg:(X_zl)(x_z—l)(x_23)(X—5)(X_Z3)(X_z)\danscp(],puis: cgalementlbrecaral ;) +0{p 1 )=0el , 4 ) =0

a = b = 0. C’est donc une base de F constituée de deux éléments ce qui

2 14 -
P = <X2 — 2cos (g) +1) (X2 — 2cos (8?7() —|—1> (X2 — 2cos <Tﬂ-> +]> assure que : | dim(F') = 2.

dans R[X]. (b) F = <<_12 8) , (8 _12>> est libre d’apres précédemment. On peut
2. Onnote A = <_12 _24> et '={M € Mz(R) / AM = 02}. donc la compléter avec des éléments de la famille génératrice de Mo (R) :
(@) o FC My(R). g = ((é 8) , (8 (1)> , ((1) 8) , (8 ?)) de fagon a former une base de

e 0y € F car A0y = 0s. M3 (R) (théoreme de la base incomplete). Pour ceci :
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1 0 1 0 -2 0 0 -2 . _
b (0 O>¢V6Ct(f)caf<o 0)—(1(1 O)—H)(O 1)entramea_l

et a = 0 ce qui est impossible. On peut donc rajouter (1 O> aF.

0 0
0 1 -2 0 0 -2 1 0 0 1
o) v ((F0) 6 ) 6)) e (0) -
-2 0 0 -2 10 . _
a(l O) + b(o 1) + C(O O) entraine —-20 = 1 et
b = 0 ce qui est impossible. On peut donc rajouter 8 (1) a

-2 0 0 -2 10
1 0/7\0 1)/)7\0 O
Nous pouvons arréter les tests sur les éléments de G ici. En effet, par

.y 1. (=2 0 0 -2 10 0 1 .
propriété la famille : << 1 0), <O 1 >, (O O>’ <O O>> est libre et

de plus de taille maximale car dim(M3(R)) = 4 donc est une base de M3 (R).

Toujours par propriété, F = Vect ((‘12 8)) (8 —12>> ot

G = Vect ((é 8) , (8 é)) sont supplémentaires dans M3 (R).

3. On note E le R-espace vectoriel des fonctions de classe C* sur R et F' = {f €
E/£(0) = f'(1)}.
(a) e FCE.
e Op € F carsi f estla fonction nulle, alors f” aussi donc f/(0) = f'(1) = 0.
e Soient (f1; f2) € F? et (\; u) € R? et posons : g = Af1 + pfe. Par
opérations usuelles, g est de classe C™ sur R et ¢ = Af{ + pf5 donc
g’ (0) = Af1(0) + pufi(0). Or f1 € F donc: f{(0) = f{(1). De méme f; € F
donc f4(0) = f4(1). Ainsi: ¢’(0) = Af{ (1) 4+ nf5(1) donc ¢’ (0) = ¢'(1). Ceci
entraine que g € F.

Les trois points précédents étant vérifiés, on en déduit que F' est un
sous-espace vectoriel de E.
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(b) Posons : G = @Vect(Arctan(x)) et montrons par double inclusion que F' N
G ={0g}.

e {Og} C F N G est évident car f est un sous-espace vectoriel de E par
propriété.
e Montrons FNG = {0g}.Soit f € FNG. Alors:Vz € R, f(z) = Mrctan(z)
car f € G. De plus f € F donc f'(0) = f’(1). Or, puisque pour tout
1

A
r € R, Arctan’(z) = nous avons : f/(0) = Aet f/(1) = 5 Par

\ 1+ 2?2
conséquent : A = — < A = 0. Donc Vz € R, f(x) =0 x Arctan(z) = 0 ce
qui prouve que f = 0, ce qu’il fallait démontrer.

Montrons maintenant par double inclusion que : F' + G = E.

e F'4+ (G C E est évident car F' + G est un sous-espace vectoriel de E par
propriété.
e Montrons £ C F + G. Soit h € E. On cherche a prouver l'existence de
feFetgeGtelsque:h=f+g.
— Analyse : Si f et g existent, alors : f/(0) = f'(1) et Vo € R,g(x) =
Mrctan(z). Donc si h = f + g, en particulier : /(0) = f'(0) + A

et M'(1) = f'(1) + % En faisant la différence des deux relations

précédentes il vient : % = h/(0) — A/(1). Ainsi : g(xz) = 2(h'(0) —
h'(1))Arctan(x) et f(x) = h(z) — 2(h'(0) — h'(1))Arctan(x).

— Syntheése : Posons donc : Vz € R, g(z) = 2(h’'(0) — h/(1))Arctan(z)
et f(x) = h(x) — 2(h'(0) — R'(1))Arctan(z). Il est clair que
‘ge G‘ et ‘g+h:f.. Par ailleurs, f € F. En effet, h étant
de classe C*™ sur R, par opérations usuelles, f est de classe

C>® sur R. De plus : Vz € R, f'(x) = h'(z) — 2%
donc : f'(0) = R'(0) — 2(h'(0) — K'(1)) = 2h'(1) — R'(0) et
f1(1) = W(1) = (W (0) — h(1)) = 2h/(1) — K'(0). Ainsi nous avons
1(0) = f'(1). Le deux points précédents assurent donc que f € F.
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Nous avons donc prouvé que h = f 4+ gavec f € Fetg € G ce qui (c) Onpose:u = =z (1—z+2*+00(2?)) = x — 2% + 2% 4 0p(z?). Alors
prouve que h € F + F, ce qu'il fallait démontrer. I'expression delvizrgft'
4. (a) Nousavons: Arctan(z) = z (1 4 og(z)) etsin(z) —x = —%—3(1 +0p(z)) donc: 2w
. exp(u) =14 u+ — + — + op(u?),
Arctan(z)(sin(z) —z) = —% (14 00(x)) (1 + 0o(z)) 2 6
avec:
4
x
=% + 0o(z). o u? =22 (1—:c+1:2+00(:c2))2
2 3 4 21‘2 (1 —$++00(1’))2
(b) En posant : v = In(l + z) = z — & + & — &L + g(a*) = =231 — 2+ 0o(x))(1 — x + 0p(z))
_ 2
x (1 -5+ I3—2 - % + oo(az4)) (qui est proche de 0 lorsque « est proche de _ i ) (i 5$%x++0§?ﬂ(£g)
0), 'expression s’écrit : ’ 5
o v =2%(1—z+42%+o09(z?))
u? ut =23 (14 0p(1))’
=1——+ — +0p(u* 0
cos(u) SRR = 23(1+ 0g(1))
avec : = 23 + og(2?).
o u? =22(1-%2+ % _ 01_3 + 00(x4))2 Par conséxquent:
=22 (1-%2+ % + 00(332)) (1 —24 % + oo(xz)) exp (H—x> =14z -2+ 2%+ 00(2%) + § (2 — 22% 4+ 00(2?), ) + $2° + 0o (2?)
_ 2 1—x+§—2+%2+%—2+00(x2) =14z —a2*+2%+ 22? — 2% + 123 + 09 (a?)
=z2 -3+t (%—F%)—Foo(az‘*) = 1+x—lx2+1x3—|—oo($3).
=22 — 23 + ot + op(z?), 2 6
4 1 1 1
4 _ .4 oz oz 28 4 d = = =
e uw =z (1 2 T3 4+00($)) ()2+e—1 2+ 1—x+ 322+ 0p(a?) 3—z+ 322 + oo(a?)
= 2%(1 + 0p(1)) 1 1 1 1.9 9
=t + og(2?), §w. Nous posons alors : u = —zz + 32° + op(z®) =
o 0p(ut) = op(z%). —22 (1 — 2 + og(x)) de sorte que 'expression s'écrive :
Par conséquent : ) 111 . ) )
costn(1 +7)) =14 (2 —a® + et + onfa)) + 54 + ool 3Ta —3 (LUt ().
2 4
=1—‘%+§$3—;—i$4+§—4+00(ﬂﬁ4) avec: u? = §m2 (1—%954—00(95))2
2 5 i = ?352 (14 00(1))
_ _ 1.2 2
_1_7—1-?—5:5 + oo(z®). = 52" + op(x®).
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Ainsi : 3. Si l'on note a, le coefficient dominant de P, alors P™ = nla, donc :
1 P™(1) = nla,.
=L (1+Lp— 124 00(22) + L2 + 0y (22
24 e U , o 05 )+ 3 ) 0(z?)) 4. D'apres l'avant derniére question : Yk € N, (z — 1)P*+t)(2) = (n — k)P*)(z).
=3tgr+2° (- +5) +oo(a?) Ainsi, si k < n en prenant x = 1, cela donne : (n — k)P*) (1) = 0 & PR (1) =0
1 1 1
=lgtg%~ axz + 0o(2?) puisque n—k # 0si k < n. Cela prouve donc que : | V& € [0; n — 1], P (1) = 0.
Par ailleurs : P est de degré n donc a,, # 0. Ainsi, d’apres la question précédente,
P™(1) £0.
Exercice 2:

Soit P un polynéme de degré n € N* et tel que : (X — 1)P' = nP.

1.

2.
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Nous avons donc Vz € R, (x — 1)P’(z) = nP(z), donc en prenant = 1 cela
donne P(1) = 0 ce qui prouve que 1 est racine de P.

Posons : f(z) = (z — 1) et g(x) = P’(z). Nous savons que ) (z) = 0sip > 1 et
que pour tout entier naturel p, g*) (z) = P®*V(z). L’application de la formule
de Leibniz entraine alors :

k

VkeN, (fg)f(z) = Z (f:)) £ (2)g*P) (2)

p=0

~ )+ () Do)

k
car a partir de 2, les dérivées successives de f s’annulent. Or, <1> =k, g (z) =

P () et g1 (2) = P*)(z) donc :
Vk €N, (fg)k(z) = (x—1)P**D (2) + kP (z). Il ne nous reste lus qu’a constater
que: (fg)(z) =nP(z) donc: (fg)* (z) = nP®*)(z) ce qui donne la relation :

(x — 1)PED (z) + kPF) (2) = nPP) (2) & (z — 1)P*HD () = (n — k)PF) (z).
Au final :

Vk €N, (X —1)P*+D) = (n — k)PW),

Les deux points précédents prouvent donc que 1 est racine de P de multiplicité

n.

5. Par factorisation, on en déduit : P = a,(X — 1)"Q avec @ constante car P est
de degré n. L'identification des termes de plus haut degré méne a @ = 1 ce qui
donne :

|P=a.(x-1)"|

Exercice 3:

1. On commence par étudier la liberté : soient donc (a, b, c) € R3 tels que : a X (X —
1) +bX(X + 1)+ ¢(X —1)(X + 1) = 0. Alors, en évaluant 1'expression associée
en:

e 0, cela donne : —¢ = 0 soit ¢ = 0.

e 1, cela donne: 2b = 0soitb = 0.

e —1,celadonne: 2a = 0 soit a = 0.

La famille est donc libre et est de plus de taille maximale car son nombre
d’éléments est égal a la dimension de Ry[X] a savoir 3. Par propriété, il s’agit
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d’une base de R3[X].

On cherche a exprimer 1 en fonction de X (X — 1), X(X + 1) et (X — 1)(X + 1).
soient donc (a,b,c) € R3 telsque : aX (X —1) +bX (X +1)+c(X —1)(X +1) = 1.
Alors, en évaluant I’expression associée en :

e 0, celadonne : —c =1soitc = —1.

e 1,celadonne : 2b = 1 soit b = 1.

e —1,celadonne: 2a = 1soita = 1.

Ainsi : 1:%X(X—1)+%X(X+1)—1><(X—1)(X+1).

. Pour a € R, onnote F,, = {P € E/P(a) = 0}.

(a) e Le polynome nul s’annule en a donc O, [x] € F.
e Soient (P, Q) € F? cest a dire tels que : P(a) = 0 et Q(a) = 0. Posons :
R = AP + uQ avec (\, p) € R% Alors :
R(a) = AP(a)+pQ(a) = Ax 0+ x0=0.Ainsi R € F, ce qui prouve que
F, est stable par combinaisons linéaires.
Des deux points précédents, on en déduit que F,, est un sous-espace vectoriel

de Ry[X].
(b) Soit P = aX? +bX +c € Ry[X]. Alors: P € F}y N F_; si et seulement si :

P(1)=0 a+b+c=0
{ P(-1)=0 “\a-btec=0
b=0
=
C=—a

& P=a(X?-1)

& P € Vect(X? —1)
Aufinal, Fi N F_; = Vect((X —1)(X + 1)), ce qui prouve que (X —1)(X +1)
est une famille génératrice de F; N F_;. Toute famille constituée d’un seul
élément non nul étant libre, on en déduit que ((X — 1)(X + 1) est une base

de Fi N F_;.
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(c) Soit P = aX?+bX + ¢ € Ry[X]. Alors: P € Fy si et seulement si :

P0)=0 <c=0
& P=aX?+bX
& P e Vect(X, X?)
Ainsi, (X, X?) est une famille génératrice de Fp. Elle est de plus libre car de
degrés échelonnés. C’est donc une base de Fj ce qui assure que W

Par ailleurs : X(X — 1) et X(X + 1) s'annulent en 0 donc appar-
tiennent a Fy. Fjp étant un sous-espace vectoriel de Ry[X], on en dé-

duit que : |Vect(X (X — 1), X(X +1)) C Fy.| Or (X(X — 1), X(X + 1))
est une sous-famille d'une base, cf question 1, donc d’une famille
libre. Elle est donc nécessairement libre donc de rang 2, ce qui as-
sure que : ‘ dim(Vect(X (X — 1), X (X + 1)) = 2 = dim(Fp) ‘par définition du
rang. Les deux encadrés précédents entrainent alors que nécessairement :
| Vect(X (X — 1), X(X + 1) = Fy. |

(d) Puisque d’apres les questions précédentes, Fy = Vect(X (X — 1), X(X + 1))
et H = Vect((X — 1)(X + 1)), par propriété Fy + H = Vect(X (X — 1), X (X +
1),(X — 1)(X + 1)) = Ry[X] puisque cette famille est une base de Ry[X]
d’apres la question 1 donc en particulier une famille génératrice de Ro[X].

Par ailleurs, d’apres la question 2 : dim(H) = 1 et d’apres la question 3,
dim(Fy) = 2. Ainsi : dim(H) 4 dim(Fp) = dim(R,[X]).

On a donc prouvé que : Fy + H = Ry[X] et dim(H) + dim(Fp) = dim(Ro[X])
donc par caractérisation des supplémentaires en dimension finie :

| Fo® H = Ry[X]|
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La famille précédente est donc une base de F’ constituée de trois éléments ce

. qui assure que | dim(F) = 3.
Exercice 4:

(b) Soit v = (x,y,2,t). Alors si v« € F N G nous avons
) 4 , r+y+z+t=0 N r=—y—z—1t=z+2t Alors
1. Soit E = R*, et F' 'ensemble des vecteurs (z;y; z;t) telsque x + y + 2z +t =0, et T4 2y +32 44t =0 y =223t .

G l'ensemble des vecteurs (z;y; 2; t) tels que = + 2y + 3z + 4t = 0. u = 2(1,-2,1,0) + ¢(2,-3,0,1) donc u € Vect((1,—2,1,0),(2,—3,0,1)).
Ainsi : F N G C Vect((1,-2,1,0),(2,-3,0,1)). Or, linclusion réci-

a) e ' C R* est évident. : .
@ proque est évidente car les deux vecteurs appartiennent a F' N G et

® OpainEcar0+0+0+0=0. F N G est un sous-espace vectoriel de R%. Au final nous avons donc :
- - FNG = Vect((1,-2,1,0), (2,-3,0,1)) donc ((1,-2,1,0), (2, —3,0,1)) est
. n Yo o ) une famille génératrice de F'N G. Elle est de plus clairement libre car les
e Soient u; = S, | etue =1 2 deux élément de F' et (A; ) € R deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Il s’agit donc d’une base de F NG
t1 to constituée de deux élements ce qui entraine que : ‘ dim(FNG) = 2.
i\;i i sz (c) On considere les sous-espaces vectoriels suivants : H; = F N G,
Alors : AMuy + pug = Aoy + 1z .Nous avons alors : (Az1 + pz2) + (Ay1 + Hy = Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0)) et H3 = Vect((0,0, 1,0), (0,0,0,1)).
Aty + pita
piy2)+ (Az1 + pza) 4+ (A1 +pita) = A(@1+y1+21+t1) + (w2 +y2 + 22+ t2). Or ((1,0,0,0),(0,1,0,0)) est une sous-famille de la base canonique donc d"une
uy € Fdonczi+y;+21+t = 0. Deméme: uy € F donc: zo+ya+2z0+ts = famille libre. Elle est donc libre par propriété. Elle est de plus génératrice de
0. Par conséquent : (A\z1 + puxa) + (Ay1 + py2) + (Az1 + pz2) + (M + pte) = H, par définition. C’est donc une base de H, constituée de deux éléments
A X 0+ px 0= 0cequi prouve que Auj + pug € F. ce qui entraine : ‘ dim(Hz) = 2 = dim(H,). ‘
Les trois points précédents étant vérifiés, nous en déduisons que F' est un
sous-espace vectoriel de E. Par ailleurs est clair par propriété puisque la base canonique
D’autre part soit u = (z,y, 2,t) € R*. Alors, siu € F nousavons: z+y+ 2+ est une base.
t=0&c=—-y—z—t. Ainsi:u=y(-1,1,0,0)+2(-1,0,1,0)+¢(—1,0,0,1)
donc u € Vect((—l, 1,0,0); (—1,0,1,0); (—1,0,0, 1)) L’autre inclusion est Il reste donc a vérifier que H; © Hz = E.

également vraie car les trois vecteurs appartiennent a £ est un sous-espace

o dim(Hy) + dim(Hs) = 4 = dim(E).
vectoriel. On en déduit : F = Vect((—l,l,0,0); (—1,0,1,0);(—1,0,0,1)).

e Montrons que H; N Hs = {0g}.
Ainsi, par définition, ((—1,1,0,0);(—1,0,1,0);(—1,0,0,1)) est une

famille génératrice de F. Elle est de plus clairement libre. En effet : L'inclusion {0g} C Hj; N Hj est claire car H; N Hj est un sous-espace
y(—1,1,0,0) + 2(—-1,0,1,0) + ¢(—1,0,0,1) =0ps © y =2 =t = 0. vectoriel de F.
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T T T
y Posons alors : w = Z Aug. Alors w € F’ mais comme w = — Z AV nous
Montrons : H; N Hs C {0g}. Soit u = 2| € H, N Hs. Alors comme

t
u € Hs, nécessairement: x =y = 0. Deplusu € FNGdonc:z+t =0
(1) et 3z + 4t = 0 (2) . En faisant (2)-3(1) nous en déduisons : ¢ = 0 et donc
z = —t = 0 ce qui entraine v = O ce qu’il fallait démontrer.

Par double inclusion : H; N Hy = {0g}.

Les deux points précédents assurent donc que : | H; ® Hz = E.

2. (a) L'existence de supplémentaires de sous-espaces vectoriels d'un espace vec-
toriel de dimension finie est une propriété du cours qui assure l’existence de
F'etG'.

(b)  {0Og} C F' NG’ est vraie car F’ N G’ est un sous-espace vectoriel de E.

e Montrons que F' NG’ C {0g}. Soit x € NF' N G’'. Alors comme F' C F
(F" est un supplémentaire de F' N G dans F) et de méme G’ C G on en
déduit: NG’ C FNG. Ainsi:2 e NFNG.Orz € F'NG' doncx € F'.
On en déduit : z € F' N (F N G). Or, par propriété des supplémentaires
nous avons : F' N F'N G = {0g}. Par conséquent = 0g ce qu'il fallait
démontrer.

(c) Puisque F NG @ F' = F, nous avons : dim(F N G) + dim(F') = dim(F)
donc : dim(F’) = dim(F) — dim(F N G). De la méme fagon dim(G') =
dim(G) — dim(F N G). Mais dim(F) = dim(G) par hypothese. Ainsi :
| dim(F) = dim(G?). |

(d) On note (uq,...,u,) une base de F’, (vi,...,v.) une base de G’ et
H' = Vect(uy +v1,...,ur + vp).

Par définition F est une famille génératrice de H'. Montrons maintenant que
cette famille est libre. Soient donc :

(M,..., Ar) € K" tels que : Z)\(uk + vg) = 0. Alors : Z)xuk = —ZAvk.

k=1 k=1 k=1
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(e)

k=1 k=1
avons également w € G'. Donc w € F' N G'. Or d’apres 2¢ F' NG’ = {0g}.

Ainsi : w = 0 & Z)"“u’“ = 0Og. Or par hypothese (ui,...,u,) une
k=1

base de F'. Cette famille est donc en particulier libre ce qui entraine que

nécessairement : Yk € [1; r], A\x = 0 et donc que la famille F est libre.

F = (u1 +v1,...,ur + v,) étant libre et génératrice de H’, c’est donc une
base de H'.

Montrons que F & H' = F + G. La propriété G @ H' = F + G se démontrera
de la méme facon.

o D’apres la question précédente dim(H') = r donc : dim(F) + dim(H') =
p+r. Orr = dim(F') = dim(F) — dim(F N G) d’aprés précédemment.
Comme dim(F') = p par définition de p, on en déduit: dim(F')+dim(H') =
2dim(F') — dim(F N G). Par ailleurs d’apres la relation de Grassmann,
dim(F 4+ G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = 2dim(F) — dim(F N
G) car dim(F) = dim(G) par hypothése. Nous avons donc vérifié :
| dim(F) + dim(H') = dim(F + G). |

e Montrons que FNH' = {0g}. L'inclusion {0g} C FNH' étant évidente, il
suffit juste de démontrer que : FNH' = {0g}. Soitdonc z € FNH'. Alors :

xeH’doncx:Zkk(uk—kvk).DeplusxeFetF:FﬂGGBF’donc:
k=1
z =u+vavecu € FNG etv € F'. Ceci fournit alors la relation :Z AUk —
k=1
U= — Z Apur + v. Posons alors w = Z Apvp — u. Puisque v € FNG

k=1 k=1

T s
et Z MUk € G’ nous avons donc w € G. Or — Z Meur + v € F' donc
k=1 k=1
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w € F'NG. Deplus F' C Fdoncw € F.Onendéduit: w € F'N(FNG).
Or, FNG® F' = Fdonc: FNGNF' = {0g} ce qui prouve que w = 0

donc : Z AkUp = u. Mais alors : v € G’ et w € F'N G par définition. Ainsi
k=1
u € G'N(FNG). Delameéme fagon, par supplémentarité : G' N (FNG) =

{0z}. Nous avons donc v = 0g ce qui nous méne a : Z Mo = 0p. La
k=1
famille (v1, ..., v,) étant une base de G, elle est en particulier libre. Donc :

Vk € [1; r], Ax = 0 ce qui entraine z = Z A(ug +vi) = 0g, ce qu’il fallait
k=1
démontrer.

(f) On note H"” un supplémentaire a F' + G dans E eton pose: H = H' + H".
Alors : H est un supplémentaire commun a F' et G.

* Kk
FIN

* * x
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