Lycée Déodat de Séverac Année 2023-2024
Samedi 13 Janvier Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 5.

Durée : 2 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

- Questions de « cours »-

Calculer pged(246,117) a l'aide de 'algorithme d’Euclide.
Soit € Q. Montrer que x + V2eR-Q.
Résoudre |z + 1] = 2[z].

On pose ap = 1 puis pour toutn € N

LN

-~ n
Ap4+1 = Z <l€) Ap—KQk

k=0

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n a,, = n!.

n

5. Montrer que les suites définies pour n > 1 par u,, = i etv, = u, +
k=0 "

sont adjacentes.
nlxn

Exercice 2

On considere la suite (uy,)nen telle que ug > 0, u1 > O et:

Vn €N, upy2 = VUn+1 + /Un.

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.
2. Montrer que si (uy, )nen converge vers une limite ¢, alors £ = 0 ou ¢ = 4.
3. On suppose dans cette question que Vn € N*, u,, < 1.
(a) Montrer que, sous cette hypothese, la suite (uy,),en+ st croissante.
(b) Endéduire qu’alors (uy,)nen converge et aboutir a une contradiction. Ainsi, il existe p € N* tel que up, > 1.
4. Montrer que Vn > p, u, > 1.
5. Posons wy, =/t — 2.

Wn+1 + Wy

Mont Vn €N, wpyo = .
(a) Montrer que Vn , Wnt2 P

(b) En déduire que pour n > p, |[wni2| < £(|wni1] + [wnl).

6. Soit (vy )nen telle que v, = |wp|, Vp41 = |wpt1] et:

1
Yn > p, vpie = §(Un+1 + vp).

(a) Montrer que : Vn > p, |w,| < vy,
(b) Al'aide d’une expression simple de (v, )nen, montrer que (v, )nen converge vers une limite a déterminer.

(c) En déduire que (uy,)nen converge vers 4.
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Exercice 3

On note E I'ensemble des suites réelles (u, )nen telles que : ¥n > 1, 2up, < tpi1 + Up—1.
A - Généralités sur ’ensemble F.
A-1) Déterminer les suites arithmétiques appartenant a .
A-2) Soita € RY . Montrer que (a")nen € E.
A-3) Proposer un exemple de suite bornée appartenant a £.
A-4) Montrer que si (un)neny € E, alors VA € Ry, (Auy)nen € E.
A-5) Montrer que si (un)nen € E et (vy)nen € E, alors (uy, 4+ vp)nen € E.
B - On considere maintenant une suite (u,),cn une suite réelle bornée appartenant a .
B- 1) Montrer que la suite (v, )nen d’expression v, = u,41 — Uy, €st une suite monotone.
B- 2) Montrer que (v, )nen cOnverge.

B- 3) On veut montrer que (v, )nen converge vers 0. Pour ceci, on suppose par I'absurde que (v, )nen converge
vers £ # 0.

(a) Justifier I'existence de N € Ntel que:Vn > N, £ — |2£| < Upg1 — Up <L+ %
(b) Soitn > N +1. Déduire de la question précédente que : (n—N) (E - %) <up—uny < (n—N) (£ + %)
(c) Montrer que si ¢ > 0 alors ngrfoo u, = 400 puis aboutir a une contradiction.
(d) Conclure.

B- 4) En déduire le signe de v,, puis la convergence de (uy, )nen.

* k%
FIN

* kK
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Correction de I’exercice 1:

246 =2 x 117+ 12

117=9x 1249
12=1x9+3
9=3+0

Ainsi : | pged(246, 117) = 3. |
. Cf. fiche méthode.
. Cf. fiche méthode.
. Cf. fiche méthode.
. Cf. fiche méthode.

O =~ W N

Correction de ’exercice 2:

1. Récurrence aisée, laissée au lecteur.

2. Supposons que la suite de terme général u,, converge. Notons ¢ sa limite. Puisque
Vn € N, u, > 0, ¢ > 0. Par opérations élémentaires, la suite de terme général
VUnt1 + /Un converge vers 2v//. En passant 'égalité a la limite, nous avons

alors : | = 2v// ce qui donne |/ = 0 ou / = 4.
3. (a) Del'hypothese, nous déduisons que ,/upt1 > Upr1. Comme /u,, > 0, alors
Upt2 > Upt1. Ainsi la suite de terme général u,, est croissante.

(b) Par hypothése, elle est majorée. Le théoreme de la limite monotone assure
alors que cette suite converge. Par croissance , £ > ug > 0. De plus £ < 1
puisque par hypothese Vn € N*, u,, < 1. Ceci est en contradiction avec la
question 2. Ainsi, il existe p € N tel que up > 1.

4. Nous montrons ceci par récurrence. Pour n = p, c’est évident. Supposons que
Nnous ayons pour n > p, u, > 1. Alors u,41 = \/Un +/Un—_1 > /Uy Puisque, par
hypothese de récurrence, u,, > 1, alors /u, > 1. Dot le résultat par récurrence.

5. (a) En multipliant par l’expression conjuguée, nous obtenons wpts =
Vint1 +y/un =4 wpg +wy
VUit Vun +2 | At wape

(b) Pour n > p, wpq2 +4 = Ju, +2 > 3 puisque \/u,, > 1. En passant a la
Wni1 + Wn | _ |wnga| + |wa

4+ wy o 4+ wpyo
par inégalité triangulaire. Comme wy,+2 + 4 = \/u,, + 2 > 3, nous obtenons
au final I'inégalité demandée.

valeur absolue 1'égalité précédente : |wy, 42| =

6. (a) Nous montrons ceci par récurrence forte. Pour n = p le résultat est évident.
Supposons |wx| < v pour p < k < n et montrons que le résultat est vrai
au rang n + 1. Nous distinguons deux cas : si n = p, alors u,41 = |Wpt1]| =
Un+1 par hypothese. Sinon : [wp41| < 3 (|wn| + [wn-1]) < 3 (vn + ve_1) par
hypothese de récurrence (n — 1 > p). Comme v, = %(vn + v,_1), On en
déduit le résultat voulu.

(b) La suite (v, )nen est une suite récurrente linéaire d’ordre deux a coefficients
constants. En résolvant son équation caractéristique, nous voyons qu’il

existe deux réels A et B tels que Vn > p, v, = A (%) + B (HT‘/E> .

Nous vérifions facilement FT\/E‘ <let ‘H(S—‘/ﬁ‘ < 1. Par somme, la suite

de terme général (v,,) converge donc vers 0.

(c) Par théoreme d’encadrement la suite de terme genéral |w, |, donc la suite de
terme général w,,, convergent vers 0. Enfin, u,, = (w, + 2)2. Par somme et
produit, la suite (uy)ren converge vers 4.

Correction de ’exercice 3:

A - Généralités sur I’ensemble E.

A-1) Soit (u,) une suite arithmétique. 1l existe donc (a; b) € R? / u,, = an +b.
Alors :

Vn € N*, 2up, <tpog +tupnt1 ©Vn e N*, 2(an+b) <a(n—1)+b+an+1)+0b
& Vn e N*, 0<0.
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A-2)

A-3)

A-4)

A-5)

La derniére assertion étant toujours vraie, on en déduit que toutes les suites

arithmétiques appartiennent a F.

Posons : u,, = a™ aveca € R’.. Alors :

Vn € N*, 2up, < tp_1 + Uny1 < Vn € N*, 20" < a" 71 4 oL
& Vn € N*, 2a < 1+ a” en divisant par a™ "

s VneN (a—1)2>0.

La derniere assertion étant toujours vraie, on en déduit que
‘ (a™) € E pour tout a € RY..

En considérant la question précédente, on voit que : ((%)n)n oy €st un
exemple de suite bornée appartenant a E.

Soit (u,) une suite réelle appartenant & F. Alors par hypothese : Vn €
N*, 2uy, < up—1 + up41. En multipliant I'inégalité par A > 0 on en déduit :

Vn € N*, 2Mu, < Aup—1 + Aupyi ce qui traduit le fait que : | (Auy,) € E | ce

qu’il fallait démontrer.

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles appartenant a E. Alors par hypo-
these : Vn € N*, 2u,, < up_1 + upy1 et Vn € N* 20, < vp_1 + Ung1.
En sommant les deux inégalités on en déduit : Vn € N*, 2(u, + v,) <
(Un—1+Vn—1) + (Unt1 + Vnt1) ce qui traduit le fait que : | (u, + v,) € E | ce
qu’il fallait démontrer.

B - On considére maintenant une suite (u,) une suite réelle bornée appartenant a F.

B-1)

B- 2)

Année 2023-2024

Posons : vy, = 41— Up. AlOTS : Uy 11—V = Upto—2Upt1+Uy. Or: (u,) € E
donc:Vn € N, 2upi1 < Uy + Upqa. Ainsi: Vn € N, upq9 — 2Upq1 + up <0
ce qui prouve que (v,,) est décroissante.

Par hypothese : (u,) est bornée donc M € Ry / Vn € N, |u,| < M.
En particulier : |u,| < M et |u,y1| < M. Or, par inégalité triangulaire :
|un| < |tn| + |tn+1]|. Par conséquent : Vn € N, |v,| < 2M.
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Au final, (v,) est bornée donc en particulier minorée. De plus (v, ) est
décroissante d’apres la question précédente. Nécessairement, d’apres le
théoréme de la limite monotone, (v,,) est convergente.

B- 3) On veut montrer que (v,,) converge vers 0. Pour ceci, on suppose par 1’ab-

surde que (v, ) converge vers ¢ # 0.

(a) Puisque (v, ) est convergente ver ¢, d’apres la définition de la limite :
Ve>0,ANeN/Vn >N, L —ec<wv, <{l+e.

14
Posons alors ¢ = % Puisque ¢ # 0 par hypothése, nous avons € > 0
donc par hypothese, il existe n € N tel que :

Vn> N, {— m <Uprr — Uy <L+ Ml , ce qu’ail fallait démontrer.

(b) D’aprés la question précédente, sin > N + 1 (etdoncn —1 > N):

n—1 n—1 n—1

4 l ,
Z (€ - %) < Z (U1 —ug) < Z (€+ %).Or, par télescopage :
k=N k=N k=N
n—1 n—1 w‘ |€|
Z(uk+1—uk) = U, —un. Deplus: Z ( — ?> =(n—N) (E— ?>
k=N k=N

et de méme : Z(€+|§|) (n—
Vn>N+l,(n—N)<E §><un—uN<(n—N)<€+|§l>.

N) (6 + %) . Au final nous avons :

(c) Onsuppose: ¢ > 0. Alors |¢| = £ et donc d’apres la question précédente :

Vn € N, up, > uy + (n—N)g. Comme lirf (uN+(n—N)§> =

n—

+00, par encadrement : | lim w, = +oo | Contradiction puisque (u,)

n——4oo

est bornée par hypothese.
(d) De la méme facon si ¢ < 0, alors |[{| = —¢ et donc d’apres B(3)b,
Vn>N+1, u, §uN—|—(n—N)§.Or hr}rl (uN—i—(n—N)—) = —0
n—-+0oo
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car ¢ < 0. Ainsi, par encadrement : | lim wu, = —o0
n——+oo

puisque (u,,) est bornée par hypothese.

Dans tous les cas, si ¢ # 0 nous aboutissons a une contradiction ce qui
assure que nécessairement ¢ = 0. Bref, v,, converge nécessairement vers

. Contradiction

0.

B-4) (v,,) étant décroissante vers 0 on en déduit Vn € N, v,

Nty 41 — un > 0. Par conséquent, (u,,) est croissante. Comme elle est de
plus bornée donc majorée, d’apreés le théoréme de limite monotone, (uy)

est convergente.

* * K
FIN

* k x
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