
Lycée Déodat de Séverac
Vendredi 03 Février 2023

Année 2022-2023
Mathématiques PTSI

Devoir surveillé no 5− partie2.

Durée : 2 heures

1 / 3



Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

Exercice 1
- Petits exercices en vrac -

1. Étudier la continuité sur R de l’application f définie par : f(x) = x sin

(
1

x

)
si x 6= 0 et f(0) = 0.

2. On considère la fonction définie sur R par : f(x) = x− ⌊x⌋. Montrer que f n’admet pas de limite en +∞.
3. Étudier l’existence d’un prolongement par continuité sur [−1; +∞[ de la fonction définie sur ]− 1; 0[∪]0; +∞[

par f(x) =
x

ln(x+ 1)
.

4. Montrer que f : [0; 1] → [0; 1] continue admet au moins un point fixe.
5. Montrer, à l’aide de la définition de la limite que : lim

x→+∞
(x2 + 3) = +∞.

6. Soit a ∈ R telle que lim
x→a

f(x) = L avec L > 0. Montrer que f est strictement positive sur un voisinage de a.

Exercice 2

On note dans cet exercice A =



1 1 0
0 1 1
0 0 1


 et I =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


.

1. (a) Calculer la matrice N = A− I . En déduire N2 et N3.
Sans récurrence, donner et justifier la valeur de Nk lorsque k ≥ 3.

(b) En déduire une expression simple de An en fonction de N .
2. (a) Par la méthode du pivot, justifier que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

(b) La formule de la question 1.(b) est-elle encore valable lorsque n = −1?

On essaie maintenant de déterminer l’expression des suites (xn), (yn) et (zn) définies par :

x0 = 1, y0 = 1 et z0 = 1 et pour tout entier naturel n,





xn+1 = xn + yn
yn+1 = yn + zn
zn+1 = zn

.

3. (a) De quel type est la suite (zn)? En déduire pour tout entier naturel n l’expression de zn en fonction de n.
(b) En déduire alors le type de la suite (yn) puis donner, pour tout entier naturel n, l’expression de yn en

fonction de n.

4. Pour tout entier naturel n, on pose Xn =




xn

n+ 1
1


.

(a) Préciser X0 et montrer que Xn+1 = AXn.
(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, Xn = AnX0.
(c) En déduire l’expression de xn en fonction de n.

Exercice 3
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Soit n ∈ N∗ et M = (mij) ∈ Mn(R). On appelle trace de M et on note tr(M) le nombre égal à la somme des
coefficients diagonaux d’une matrice :

tr(M) =

n∑

i=1

mii

(Q 1) Calculer tr(In).

(Q 2) Soient A = (aij)i,j∈{1;···;n};B = (bij)i,j∈{1;···;n} ∈ Mn(R), λ ∈ R. Montrer que :

(a) tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

(b) tr(λA) = λtr(A).

(c) Quel est le coefficient diagonal (i; i) de la matrice AB? Montrer alors que tr(AB) = tr(BA)

(Q 3) En utilisant la trace, existe-t-il deux matrices (A,B) ∈ M2
n(R) telles que AB −BA = In?

(Q 4) On dit que deux matrices A et B sont semblables s’il existe P ∈ GLn(R) tel que A = PBP−1.

(a) Montrer que tr(A) = tr(B).

(b) Montrer que ∀n ∈ N, tr(An) = tr(Bn).

Exercice 4

Soit n ∈ N∗. Soit A ∈ Mn(R) une matrice antisymétrique, c’est à dire telle que : AT = −A.

(Q 1) Soit X =



x1

...
xn


 ∈ Mn,1(R). Calculer XT X ∈ M1(R) .

(Q 2) En déduire que XT X = 0 ⇒ X = 0n,1.

(Q 3) Dans la suite de l’exercice, λ ∈ R∗ . Soit X ∈ Mn,1(R) tel que (A− λIn)X = 0n,1
Montrer que

(A− λIn)X = 0n,1 ⇒ XTAX = λXTX

(Q 4) Montrer que cela implique XTATX = λXTX .

(Q 5) En déduire la valeur de X à l’aide des questions précédentes puis que (A− λIn) est inversible.

(Q 6) Soit B = (A− λIn)
−1(A+ λIn). Montrer que B ∈ GLn(R) et donner une expression de B−1.

⋆ ⋆ ⋆
FIN
⋆ ⋆ ⋆
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Exercice 1:

1. • Par composition et produit de fonctions continues sur R∗, f est continue sur
R∗.

• ∀x ∈ R∗,
∣∣sin

(
1
x

)∣∣ ≤ 1 donc : ∀x ∈ R∗, 0 ≤ |f(x)| ≤ |x|. Ainsi, par théorème
d’encadrement : lim

x→0+
f(x) = 0. Or f(0) = 0. Nous avons donc : lim

x→0
f(x) =

f(0) ce qui prouve que f est continue en 0.
• Des deux points précédents, on en déduit que f est continue sur R.

2. On raisonne par l’absurde. On suppose donc que f admet une limite L :
lim

x→+∞
f(x) = L. Alors :

• Pour xn = n, nous avons lim
n→+∞

xn = +∞, donc lim
n→+∞

f(xn) = L. Or, f(xn) =

n− ⌊n⌋ = n− n = 0. Ainsi L = 0.
• Pour yn = n + 1

2 , nous avons lim
n→+∞

yn = +∞, donc lim
n→+∞

f(yn) = L. Or,

f(yn) = n+ 1
2 − ⌊n+ 1

2⌋ = n+ 1
2 − n = 1

2 . Ainsi L = 1
2 .

Nous avons donc une contradiction avec l’unicité de la limite. Nous prouvons
donc que f n’admet pas de limite en +∞.

3. • Par opérations usuelles, f est continue sur ]− 1; +∞[−{0}.
• Par opérations usuelles : lim

x→−1
f(x) = 0.

• Par limite usuelles : lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

On en déduit que f admet un prolongement par continuité sur [−1; +∞[.
4. Cf TD.
5. Cf Fiche méthode.
6. Cf Cours.

Exercice 2:

1. (a) Nous avons : N =



0 1 0
0 0 1
0 0 0


 , N2 =



0 0 0
0 0 1
0 0 0


 et N3 = 03. Pour k ≥

3, Nk = N3Nk−3 = 03N
k−3 = 03 .

(b) Nous avons NI = IN = N car I est le neutre du produit matriciel. Ainsi,
d’après le binôme de Newton :

(N + I)n =

n∑

k=0

(
n
k

)
NkIn−k

=

n∑

k=0

(
n
k

)
NkI car In−k = I

=
n∑

k=0

(
n
k

)
Nk car NkI = Nk

=

(
n
0

)
N0 +

(
n
1

)
N +

(
n
2

)
N2 +

n∑

k=3

(
n
k

)
Nk
︸︷︷︸

=O3(K)

D’après Chasles pour n ≥ 3

=

(
n
0

)
N0 +

(
n
1

)
N +

(
n
2

)
N2 +

n∑

k=3

(
n
k

)
Nk

= I + nN + n(n−1)
2 N2

=



1 0 0
0 1 0
0 0 1


+ n



0 1 0
0 0 1
0 0 0


+ n(n−1)

2



0 0 0
0 0 1
0 0 0




=



1 n n(n−1)

2
0 1 n
0 0 1


 .

Par ailleurs, nous remarquons qu’en fait la formule est valable pour n =
2, puisque d’après le binôme de Newton : (N + I)2 = I + 2N + N2 =
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1 2 1
0 1 2
0 0 1


.

Enfin, A = N + I , donc An = (N + I)n, ce qui donne d’après ci-dessus :

pour n ≥ 2, An =



1 n n(n−1)

2
0 1 n
0 0 1


 .

Pour n = 0, A0 = I =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


, donc la formule est vraie.

Pour n = 1, A1 = A =



1 1 0
0 1 1
0 0 1


, donc la formule est vraie.

2. (a) Soient X =



x
y
z


 et B =



b1
b2
b3


. Alors :

AX = B ⇔



1 1 0
0 1 1
0 0 1






x
y
z


 =



b1
b2
b3




⇔





x +y = b1
y +z = b2

z = b3

⇔





x = b1 − b2 + b3
y = b2 − b3
z = b3

⇔



x
y
z


 =



1 −1 1
0 1 −1
0 0 1






b1
b2
b3




Le système admettant une unique solution, on en déduit que A est inversible

et A−1 =



1 −1 1
0 1 −1
0 0 1


 .

(b) Il s’agit d’une vérification immédiate : OUI, la formule est encore vraie pour
n = −1.

3. (a) La suite (zn) est constante, donc pour tout entier naturel n, zn = z0 = 1.

(b) On en déduit : yn+1 = yn + 1. La suite (yn) est donc une suite arith-
métique de raison r = 1 et de premier terme y0 = 1. Par conséquent :
yn = y0 + nr = n+ 1.

4. (a) Nous avons X0 =



1
1
1


. De plus :

AXn =



1 1 0
0 1 1
0 0 1






xn

n
1


 =



xn + n+ 1

n+ 1
1


 =



xn + yn
n+ 1
1


 =



xn+1

n+ 1
1


 =




xn

n+ 1
1


 =

(b) On note P(n) « Xn = AnX0 ». Montrons par récurrence que P(n) est vraie
pour tout entier naturel n.
• initialisation. Pour n = 0, nous avons A0X0 = IX0 = X0 donc P(0) est

vraie.
• hérédité. On suppose P(n) vraie, c’est à dire Xn = AnX0. On veut mon-

trer que P(n+ 1) est vraie, c’est à dire Xn+1 = An+1X0.
D’après la question précédente, Xn+1 = AXn. Or, par hypothèse de ré-
currence, Xn = AnX0. Ainsi, Xn+1 = AAnX0 = An+1X0, ce qui prouce
l’hérédité.

BILAN : Par récurrence, pour tout entier naturel n, Xn = AnX0.

(c) De la question précédente et du 1.(b), nous obtenons pour tout entier naturel
n :


xn

n+ 1
1


 =



1 n n(n−1)

2
0 1 n
0 0 1






1
1
1


 =



n+ 1 + n(n−1)

2
n+ 1
1


. Par conséquent,
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xn = n+ 1 +
n(n− 1)

2
=

1

2
(n2 + n+ 2).

Exercice 3:

(Q 1) tr(In) =
∑n

i=1 1 = n.

(Q 2) (a) tr(A+B) =
∑n

i=1 aii + bii =
∑n

i=1 aii +
∑n

i=1 bii par linéarité de la somme.
Ainsi, tr(A+B) = tr(A) + tr(B).

(b) tr(λA) =
∑n

i=1 λaii = λ
∑n

i=1 aii = λtr(A) par linéarité de la somme.

(c) Le coefficient diagonal (i; i) de la matrice AB est
∑n

k=1 aikbki. Par défini-
tion tr(AB) =

∑n
i=1

∑n
k=1 aikbki =

∑n
k=1

∑n
i=1 aikbki par propriété des

sommes rectangulaires. On reconnait
∑n

i=1 bkiaik le coefficient diagonal
(k, k) de BA. Finalement, tr(AB) = tr(BA) .

(Q 3) On suppose que A et B existent. Alors, tr(AB − BA) = tr(AB) − tr(BA) =
tr(AB)− tr(AB) = 0 par propriété de la trace. Or tr(In) = n 6= 0 par hypothèse.
C’est donc absurde et il n’existe pas de matrices (A,B) ∈ M2

n(R) telles que
AB −BA = In.

(Q 4) (a) tr(A) = tr(PBP−1) = tr(BP−1P ) par propriété de la trace. Or P−1P = In.
Par conséquent, tr(A) = tr(B). Deux matrices semblables ont donc même
trace.

(b) On montre par récurrence que pour tout entier naturel n : An = PBnP−1

(cf TD). D’après la question précédente on en déduit : tr(An) = tr(Bn).

Exercice 4:

(Q 1) Soit X =



x1

...
xn


 ∈ Mn,1(R). Par la formule du produit matriciel, XT X est une

matrice de 1 ligne et 1 colonne égale à

XT X =
( n∑

k=1

x2
k

)
.

(Q 2) Si XT X = 011 alors
∑n

k=1 x
2
k = 0. Or une somme de nombres posi-

tifs est nulle si et seulement si tous les nombres sont nuls. Finalement,
∀k ∈ {1; · · · ;n}, xk = 0. L’implication est donc démontrée.

(Q 3)
(A− λIn)X = 0n,1 ⇒ AX = λX ⇒ XTAX = XT (λX) = λXTX.

(Q 4) Par passage à la transposée :

(XTAX)T = (λXTX)T ⇒ XTAT (XT )T = λXT (XT )T

De plus, la transposée de la transposée d’une matrice est cette matrice :

XTATX = λXTX

(Q 5) Puisque la matrice A est anti-symétrique :

XT (−A)X = λXTX ⇔ XTAX = −λXTX

Or XTAX = λXTX . Finalement

−λXTX = λXTX ⇔ 2λXTX = 011 ⇔ XTX = 011

car λ 6= 0.

Par la première question, cela implique que X est la matrice nulle.
On a montré :

(A− λIn)X = 0n1 ⇒ X = 0n1.

L’équation homogène associée à A− λIn a donc le vecteur nul pour unique
solution. Par propriété la matrice (A− λIn) est donc inversible.
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(Q 6) Par ce qui précède, (A − λIn) est inversible et la matrice (A + λIn) aussi en
posant λ′ = −λ 6= 0. Par propriété, (A− λIn)

−1 est donc une matrice inversible
et son inverse est A−λIn. Par produit de matrices inversibles, B est inversible
et son inverse est :

B−1 = (A+ λIn)
−1

(
(A− λIn)

−1
)−1

= (A+ λIn)
−1(A− λIn)

⋆ ⋆ ⋆
FIN
⋆ ⋆ ⋆

Année 2022-2023 4 / 4


