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Exercice 1
- Petits exercices en vrac -

1. Donner une expression simple de (un) défini par : u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 =
1
3un + 2.

2. Donner une expression simple de (un) défini par : u0 = 1, u1 = 2 et ∀n ∈ N, un+2 = un+1 − un.

3. Soit (un) telle que : ∀n ∈ N, un > 0 et lim
n→+∞

un+1

un
= 0.

(a) Justifier l’existence de N ∈ N tel que : ∀n ≥ N, un+1 ≤ 1
2un.

(b) Montrer par récurence que ∀n ≥ N , un ≤
(
1
2

)n−N
uN .

(c) En déduire que (un) converge vers une limite que l’on précisera.

4. On considère la suite (un)n∈N définie par un =

n∑

k=0

1

2kk!
.

(a) Quelle est la monotonie de la suite (un)n≥0?

(b) Soit ∀n ∈ N; vn = un + 1
2nn! . Montrer que la suite (vn)n≥0 est décroissante.

(c) La suite (vn − un)n≥0 converge-t-elle?

(d) Montrer alors que les suites (un)n≥0 et (vn)n≥0 convergent vers la même limite.

Exercice 2

On considère la suite telle que : Un+1 =
1 + Un

2
√
Un

et U0 = 2.

1. Montrer que la suite (Un)n∈N est bien définie et pour tout n ∈ N, Un > 0.

2. On pose, pour x > 0, f(x) =
1 + x

2
√
x

.

(a) Montrer que f est dérivable sur R∗
+, puis calculer f ′(x) pour x > 0.

(b) Dresser le tableau de variations de f , en précisant les limites au bord du domaine de définition.
3. Montrer que pour tout entier naturel n, Un ≥ 1.

4. Montrer que (Un)n∈N est décroissante.

5. Montrer que la suite (Un)n∈N converge vers un réel ℓ que l’on déterminera.

Exercice 3

A) Soient (Un)n∈N croissante et convergeant vers ℓ ∈ R et (Vn)n∈N la suite de terme général :

Vn =
U0 + U1 + ...+ Un−1

n
=

1

n

n−1∑

k=0

Uk, pour n ≥ 1.

1. Montrer que pour tout n ∈ N∗, Vn ≤ Un.
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2. Montrer que pour tout n ∈ N∗, Vn+1 =
nVn + Un

n+ 1
, puis Vn+1 − Vn =

Un − Vn

n+ 1
. En déduire que (Vn)n∈N∗ est une

suite croissante.

3. (a) Justifier l’existence d’un majorant M de la suite (Un)n∈N.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N∗, Vn ≤ M . En déduire que (Vn)n∈N converge vers un réel ℓ′, avec ℓ′ ≤ ℓ.

(c) Montrer que pour tout n ∈ N∗, V2n ≥ Un + Vn

2
. En déduire ℓ′ = ℓ.

B) On considère maintenant la suite (un)n∈N telle que : u0 = − 1
2 et un+1 = un + u2

n.

1. Montrer que (un)n∈N est croissante.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, −1 < un < 0.

3. En déduire que (un)n∈N converge vers un réel ℓ que l’on déterminera.

4. Pour tout entier naturel n, on pose : Un =
1

un+1
− 1

un
.

(a) Montrer que pour tout entier naturel n, Un =
−1

1 + un
.

(b) Montrer alors que (Un) converge vers une limite que l’on précisera.

(c) Exprimer simplement Vn =
1

n

n−1∑

k=0

Uk en fonction de Un, n et U0, et à l’aide de A), en déduire lim
n→+∞

nun.

⋆ ⋆ ⋆
FIN
⋆ ⋆ ⋆
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Exercice 1:

1. ∀n ∈ N, un = 3− 2
(
1
3

)n, cf. cours sur les suites arithmético-géométriques.

2. ∀n ∈ N, un = cos
(nπ

3

)
+

√
3 sin

(nπ
3

)
, cf. cours sur les suites récurrentes

doubles.

3. (a) Posons ε = 1
2 > 0. Alors par définition de la limite, il existe N ∈ N tel que

∀n ≥ N,

∣∣∣∣
un+1

un

∣∣∣∣ ≤ 1
2 . De plus : ∀n ∈ N, un > 0 donc

un+1

un
> 0 ce qui prouve

que :
∣∣∣∣
un+1

un

∣∣∣∣ =
un+1

un
.

Au final, pour n ≥ N ,
un+1

un
< 1

2 ⇔ un+1 ≤
1

2
un car un > 0.

(b) • Initialisation : Pour n = N ,
(
1
2

)n−N
uN = uN donc la propriété est vraie

au rang N .

• Hérédité : Soit n ≥ N tel que : un ≤
(
1
2

)n−N
uN . On veut prouver alors

que : un+1 ≤
(
1
2

)n+1−N
uN .

D’après la question précédente, un+1 ≤ 1
2un car n ≥ N . Or par hypothèse

de récurrence : un ≤
(
1
2

)n−N
uN . Ainsi, 1

2un ≤ 1
2

(
1
2

)n−N
uN . Puisque

un+1 ≤ 1
2un, on en déduit :

un+1 ≤ 1
2

(
1
2

)n−N
uN ⇔ un+1 ≤

(
1
2

)n+1−N
uN ce qu’il fallait démontrer.

Par récurrence : pour tout n ≥ N , un ≤
(
1
2

)n−N
uN .

(c) D’après l’inégalité de la question précédente et puisque ∀n ∈ N , un > 0
nous avons l’encadrement :

∀n ≥ N, 0 ≤ un ≤
(
1
2

)n−N
uN . Or

∣∣ 1
2

∣∣ < 1 donc lim
n→+∞

(
1

2

)n−N

uN = 0.

Ainsi, par théorème d’encadrement on en déduit :

lim
n→+∞

un = 0.

4. (a) Soit n ∈ N.un+1 − un = 1
2n+1(n+1)! par propriété des sommes téléscopiques.

Ainsi, ∀n ∈ N, un+1 − un ≥ 0. La suite (un)n≥0 est donc croissante .
(b) Soit n ∈ N :

vn+1 − vn =
1

2n+1(n+ 1)!
+

1

2n+1(n+ 1)!
− 1

2nn!
=

1

2n(n+ 1)!
− 1

2nn!

On sait que ∀n ∈ N, (n+1)! ≥ n!. Ainsi, vn+1 − vn ≤ 0 et la suite (vn)n≥0 est
décroissante.

(c) vn − un = 1
2nn! → 0 .

(d) Par définition, les suites (un)n≥0 et (vn)n≥0 sont adjacentes et par le théo-
rème des suites adjacentes, elles convergent vers la même limite.

Exercice 2:

1. Soit P(n) : «Un est défini et Un > 0 ». Montrons par récurrence que P(n) est vraie
quel que soit n ∈ N.
• Initialisation : U0 = 2 > 0. Donc P(0) est vraie.
• Hérédité : Pour n ≥ 0, supposons P(n) vraie, c’est à dire Un > 0. Alors 2

√
Un

a un sens donc
1 + Un

2
√
Un

également ce qui prouve l’existence de Un+1. De

plus, puisque Un > 0, alors 1 + Un > 1 > 0 et 3
√
Un > 0. Par conséquent

1 + Un

2
√
Un

> 0. On en déduit Un+1 > 0 ce qui finit de prouver l’hérédité.

Par récurrence, pour tout n ≥ 0, Un > 0.

2. (a) La fonction x 7→ 1 + x est dérivable sur R et x 7→ 1

2
√
x

est dérivable sur R∗
+.

f étant le produit de ces deux fonctions, f est donc dérivable sur R∗
+. Puis
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∀x > 0, f ′(x) =
1

2

√
x− 1+x

2
√
x

x

= 1
2

2x−(1+x)
2
√
x

x

=
x− 1

4x
3
2

.

(b) • Puisque pour x > 0, 4x
3
2 > 0, nous avons f ′(x) > 0 ⇔ x < 1.

• Par opérations élémentaires, nous obtenons lim
x→0+

f(x) = +∞.

• En écrivant : f(x) =
1

2
√
x
+

√
x

2
, puis opérations élémentaires, nous obte-

nons lim
x→+∞

f(x) = +∞.

• On déduit des trois points précédents le tableau de variations de f :

x 0 1 +∞

f

+∞
❅
❅
❅❘
1

�✒
�

�

+∞

3.

Soit P(n) : « Un ≥ 1 ». Montrons par récurrence que P(n) est vraie quel que soit
n ∈ N.
• Initialisation : U0 = 2 ≥ 1. Donc P(0) est vraie.
• Hérédité : Pour n ≥ 0, supposons P(n) vraie, c’est à dire Un ≥ 1. La fonction f

est croissante sur [1,+∞[. Donc f(Un) ≥ f(1). Comme f(1) = 1 et f(Un) =
Un+1, Un+1 ≥ 1. Donc la propriété est héréditaire.

Par récurrence, pour tout n ≥ 0, Un ≥ 1.

4.

Soit P(n) : « Un+1 ≤ Un ». Montrons par récurrence que P(n) est vraie quel que
soit n ∈ N.

• Initialisation : U0 = 2, U1 = f(U0) =
1 + 2

2
√
2

=
3

2
√
2
. Or

3

2
≤ 2 et

1√
2
< 1. Donc

U1 ≤ 2 et P0 est vraie.

• Hérédité : Pour n ≥ 0, supposons Pn vraie, c’est à dire Un+1 ≤ Un. La fonction
f est croissante sur [1,+∞[ et ∀n ∈ N, Un ≥ 1. Donc f(Un+1) ≤ f(Un). Ainsi,
Un+2 ≤ Un+1. Donc la propriété est héréditaire.

Par récurrence, pour tout n ≥ 0, Un+1 ≤ Un et la suite (Un)n∈N est décroissante.

5. • On sait que la suite (Un)n∈N est décroissante par la question 4 et est minorée
par 1 d’après la question 3. Elle converge donc vers un réel ℓ ≥ 1.

• Puisque f est continue et que f(Un) = Un+1, on sait que f(ℓ) = ℓ. Nous

sommes amenés à résoudre l’équation suivante :
1 + ℓ

2
√
ℓ
= ℓ ⇔ 1+ℓ = 2ℓ

√
ℓ. Po-

sons L =
√
ℓ. On doit alors résoudre l’équation : 1+L2 = 2L3 ⇔ 2L3−L2−1 =

0. Une racine évidente est 1. En faisant la division euclidienne de 2L3 − L2 − 1
par L − 1, on obtient : 2L3 − L2 − 1 = (L − 1)(2L2 + L + 1). Le polynôme
2L2 + L + 1 n’a pas de racine réelle. Par conséquent 1 est la seule racine de
2L3 − L2 − 1. Finalement, l’équation f(ℓ) = ℓ a une unique solution qui est
ℓ = 1.

• BILAN :

La suite (Un)n∈N converge vers 1.

Exercice 3:

A)
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1. Soit n ∈ N. Vn =
U0 + U1 + ...+ Un−1

n
. (Un)n∈N étant croissante, on sait que pour

k ∈ {0, · · · , n− 1}, Uk ≤ Un. Par conséquent, Vn ≤
∑n−1

k=0 Un

n
= Un.

Donc pour tout entier naturel n, Vn ≤ Un.

2. Soit n ∈ N∗. On remarque que
∑n−1

k=0 Uk = U0 + U1 + · · · + Un−1 = nVn. Donc

Vn+1 =

∑n
k=0 Uk

n+ 1
=

nVn + Un

n+ 1
.

On a montré que ∀n ∈ N∗, Vn+1 =
nVn + Un

n+ 1
.

En utilisant ce qui précède,

Vn+1 − Vn =
nVn + Un − (n+ 1)Vn

n+ 1
=

Un − Vn

n+ 1

On a montré que ∀n ∈ N∗, Vn+1 − Vn =
Un − Vn

n+ 1
.

Finalement, par la première question, on sait que ∀n ∈ N∗, Vn ≤ Un. On en déduit
que ∀n ∈ N∗, Vn+1 − Vn ≥ 0, soit Vn+1 ≥ Vn.

On a donc montré que la suite (Vn)n∈N∗ est croissante.

3. (a) La suite (Un)n∈N est croissante et converge vers un réel. Elle est donc majo-
rée.

Ainsi, il existe un majorant M de la suite (Un)n∈N.

(b) Par la question 1, on sait que ∀n > 0, Vn ≤ Un. Par la question précédente,
on sait que ∀n ∈ N, Un ≤ M. Il est donc immédiat que :

∀n ∈ N∗, Vn ≤ M.

La suite (Vn)n∈N∗ est donc majorée et est croissante par la question 2 .

La suite (Vn)n∈N∗ converge donc vers un réel ℓ′.

Puisque ∀n ∈ N∗, Vn ≤ Un, on en déduit en passant à la limite dans l’inéga-
lité que

ℓ′ ≤ ℓ

(c) Soit n ∈ N∗.

V2n =

∑2n−1
k=0 Uk

2n
=

∑n−1
k=0 Uk +

∑2n−1
k=n Uk

2n
=

nVn +
∑2n−1

k=n Uk

2n
par défini-

tion de la suite (Vn)n∈N∗ . Puisque la suite (Un)n∈N est croissante, on sait que
∀k ∈ {n, · · · , 2n − 1}, Uk ≥ Un. Par conséquent,

∑2n−1
k=n Uk ≥ ∑2n−1

k=n Un =

nUn. Finalement, V2n ≥ nVn + nUn

2n
=

Vn + Un

2
.

Ainsi ∀n ∈ N∗, V2n ≥ Un + Vn

2
.

Passons à la limite dans l’inégalité précédente : ℓ′ ≥ ℓ′ + ℓ

2
⇔ ℓ′ ≥ ℓ. Mais

nous avons aussi ℓ′ ≤ ℓ par la question 3b.

Ainsi l′ = l.

B) On considère maintenant la suite (un)n∈N telle que : u0 = − 1
2 et un+1 = un + u2

n.
1. Soit n ∈ N. Puisque u2

n ≥ 0, un+1 ≥ un.

La suite (un)n∈N est croissante.

2. Soit P(n) : « −1 < un < 0. ». Montrons par récurrence que P(n) est vraie quel
que soit n ∈ N.
• Initialisation : puisque u0 = − 1

2 ,P(0) est vraie.
• Hérédité : Pour n ≥ 0, supposons P(n) vraie, c’est à dire −1 < un < 0.

Dressons le tableau de variation de la fonction g : x 7→ x+ x2.

x −1 − 1
2 0

g

0
❅
❅
❅❘− 1

4

�✒
�

�

0
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Par P(n), un ∈] − 1, 0[. Donc un+1 = g(un) ∈] − 1
4 , 0[⊂] − 1, 0[. Ainsi la

propriété est héréditaire.

Par récurrence, pour tout n ≥ 0,−1 < un < 0.

3. La suite (un)n∈N est croissante et minorée par −1.

Elle converge donc vers un réel l. En passant à la limite dans l’égalité
un+1 = un + u2

n, le nombre l satisfait l’équation suivante : l = l + l2 qui
est équivalente à l2 = 0 soit l = 0.

La suite (un)n∈N converge vers 0.

4. On pose : Un =
1

un+1
− 1

un
.

(a) Un =
1

un+1
− 1

un
=

un − un+1

(un + u2
n)un

=
−1

1 + un
.

Ainsi Un =
−1

1 + un
.

(b) La suite (un)n∈N est croissante et appartient à ]− 1, 0[ et la fonction h : x 7→
−1

1 + x
est croissante sur ] − 1, 0[. Puisque Un = h(un), on en déduit que

(Un)n∈N est croissante.
Enfin, la fonction h est continue sur ]− 1, 0] et la suite (un)n∈N converge vers
0. Donc (Un)n∈N est une suite convergente vers h(0) = −1.

(Un)n∈N est une suite convergente vers −1.

(c) La suite (Un)n∈N est croissante et convergente vers −1. Par A), la suite
(Vn)n∈N converge donc vers −1.

Or : Vn =
1

n

n−1∑

k=0

Uk =
1

n

n−1∑

k=0

(
1

uk+1
− 1

uk

)
=

1

n

(
n−1∑

k=0

1

uk+1
−

n−1∑

k=0

1

uk

)

=
1

n

(
n∑

k=1

1

uk
−

n−1∑

k=0

1

uk

)
=

1

n

(
1

un
− 1

u0

)
=

1

nun
+

2

n
.

Donc la suite (
1

nun
+

2

n
)n∈N∗ converge vers −1. Puisque (

2

n
)n∈N∗ converge

vers 0, on en déduit que (
1

nun
)n∈N∗ converge vers −1 et ainsi :

lim
n→+∞

nun = −1.

⋆ ⋆ ⋆
FIN
⋆ ⋆ ⋆
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