Lycée Déodat de Séverac Année 2022-2023
Samedi 10 Décembre 2022 Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 4.

Durée : 4 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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U1 W

Exercice 1

- Petits exercices en vrac -

. Calculer : E 2i=7,
1<i<j<n
n

. Calculer : Z 93k+1
k=1

" /1 1
. Donner une expression simple de : Z (— — —) .
= k k+2

. Etudier I'injectivité, la surjectivité de f : N — N définie par f(n) = 2n + 1.
(a) Montrer que la composition d’applications injectives est injective.

(b) Montrer que la composition d’applications surjectives est surjective.

Exercice 2

1 sh
On considere les deux fonctions f et g définies par: f(x) = 5 arctan(shx) et g(x) = arctan ( S ) .

1
2
3.
4

1+ chx
. Démontrer que pour tout réel z, ch®(z) — sh*(z) = 1.

. Préciser et justifier le domaine de définition de f et de g que I'on appellera D dans la suite.

Justifier les inégalités : Vo € D, —% < f(z) < % etV € D, —% <g(z) < %
. Une premieére facon de prouver que f = g.

(a) Préciser les points ol f est dérivable et donner une expression simplifiée de f’. Cette expression ne devra
faire intervenir que la fonction ch.

(b) Faire de méme avec la fonction g. On détaillera bien le calcul effectué.
(c) En déduire que f = g sur un intervalle a préciser.
Une autre facon de prouver 1’égalité entre f et g.

(a) Rappeler et démontrer la relation entre tan(2a) et tan(a).

(b) TJustifier 'existence des expressions tan(2f(x)) et tan(2¢(x)) puis simplifier ces-dernieres. En déduire que
f=g9
Une application de I'égalité entre f etg.

1 1
(a) Donner une expression simple de ch (5 In 3> et de sh <§ In 3> . (simple voulant dire qui ne fait intervenir

que les 4 opérations €lémentaires et la fonction , /)

1 1
(b) En écrivant f (5 In 3) =y (5 In 3) , la tangente de quel angle peut-on en déduire?
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Probleme 1

On considere I'équation différentielle (E) z(z — 1)y’ + (z — %) y = 1, et on note (Ex) 'équation homogene associée a

(E).

A) Résolution de 1'équation homogeéne.

A-1) Résoudre (Eg) sur I; =] — oc; 0].
A-2) Résoudre (Eg) sur I =]0; 1].
A-3) Résoudre (Eg) sur I3 =|1; +oo].

B) Résolution de (E) sur I5.

B-1) Donner le domaine de définition, le domaine de dérivablilité et I'expression de la dérivée de la fonction

Arcsin.
u'(x 1
#. En déduire une primitive de ————= sur I.

B-2) Pour x € I, on pose u(z) = y/x. Calculer
1 —u(x)? z(1—z)

B-3) Déterminer une solution particuliére de 1'équation (E) sur I. On exprimera cette solution avec des fonc-
tions usuelles.

B-4) En déduire toutes les solutions de (E) sur 'intervalle .

CO) Préliminaire avant de poursuivre 1’étude.

C-1) (a) Montrer que la restriction de ch a l'intervalle [0; +oo[ induit une bijection vers un ensemble que 1'on
précisera. On notera dorénavant argeh I’ aplication réciproque associée.

(b) Sans déterminer une expression simple de argch(z) , vérifier que argch est dérivable sur un intervalle I

Vaz =1
C-2) (a) Montrer que sh : R — R est bijective et donner une expression simple de son application réciproque
associée, que 1'on notera argsh.

que l'on précisera, et que Va € I, argeh’(z) =

1

b) Vérifier que argsh est dérivable sur R et que Vx € R, (argsh)’ (z) = —.
(b) que arg q (argsh)’ () N

D) Résolution de (E) sur I; et Is.

v/ (x)
u(z)? —1
culiére de I'équation (E) sur I3, puis toutes les solutions de (E) sur l'intervalle I5.

D-1) Pour z € I3, on pose : u(x) = /z. Calculer . En déduire, a I'aide de C(1)b, une solution parti-

/
D-2) Pour x € Iy, on pose : v(x) = /—z. Calculer \/% En déduire, a 'aide de C(2)b, une solution
v(T)” +
particuliére de I'équation (E) sur I3, puis toutes les solutions de (E) sur l'intervalle I;.
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Probleme 2

™

1 3
Pourn € N,onnote : I,, = / t"(1—t)"dtetJ, = / sin(¢t)"™ dt.
0 0

A) Calcul explicite de ,,.
A-1) Calculer Iy et I;.

! 1
A-2) Calculer simplement : / (t - 5) (t — t*)" dt. En déduire, en remarquant que (¢ — t2)" = t"(1 — )" :
0

! 1
/ "1 =) dt = =1,,.
0 2

X s . : , +1 /!
A-3) ATaide d'une intégration par parties, montrer que /41 = - ) / t" P21 — )™ dt.
n 0
1 1
A-4) Vérifier que / "1 — )" dt — / t"*2(1 —t)™ dt = I,,11 eten vous aidant des questions précédentes, en
0 0

n+1

déduire la l‘elation :Vn S N, In_;,_l = m

I,,, puis calculer I3 et I4.

v
(2n + 1)(2:) .

B-1) En vous aidant de la formule du bindme de Newton, en conclure : Z (Z)

A-5) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, I,, =

B) Deux applications.

(-DF 1
ntk+l (2n+1)<277>.

k=0
n 1 1 1
1 (t—n)"*
_ — - .
B-2) (a) Montrer que kgzofk /0 2111 dt+/0 2 _t+1
|

Iculer : - dt.
(b) Calculer /0 t2—t+1dt

1 1
o [ A=)
(c) Onpose.Rn—/0 PR

2\/571'

pour toutn € N,0 < R, < 9 gn1 Puis ngrfoo Ry,.

n

P . 1
(d) En déduire la valeur de ngrfoo Z —
k=0 (2k+1)(k)

1
dt. Montrer que pour tout ¢ € [0; 1], (¢(1 —¢))" < TR En déduire que

C) Lien avec J,.
C-1) Calculer Jy, J; et Js.

™

C-2) Montrer, a ’aide du changement de variable: ¢t = 7 — u, que : J,, = / sin(¢)™ dt.

™

2

1
C-3) En partantde I,, = / t"(1 —t)™ dt et a I'aide du changement de variable : ¢ = cos?(u), montrer que :
0

L[z 2n+1
vneN, I, = 4—n/ sin(2u)"" du
0
P 1
C-4) En déduire, en posant: v = 2u que : I,, = 4_n‘]2”+1'

* ok *
FIN

* k%
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3. Par linéarité : z”: 113 z": 1_ Y 1 Or, par glissement d’indice :
' ' ko k+2) Lk kt2 v PES '
k=1 k=1 k=1
Exercice 1: = | - 1 1 1 1 1 "1
= A — — 14z - -
> s k mSIZ(k k+2) EERD I it R D
k= k=3 = k k=3
1. Par propriétés des sommes triangulaires : st 1
' prop _ J ’ 2 n4+l n+2
n J
Z 277 = Z (Z 2i_j> 4. Soit: f : N — N définies par f(n) = 2n + 1.
1<i<j<n j=1 \i=1 Si f(n) = f(m),alors:2n+1 = 2m+ 1 & m = n. Ainsi, f estinjective. Pour ce qui est de
"1 7 i la surjectivité, on constate que 0 n’a pas d’antécédents puisque 1’'équation 2n + 1 = 0n’a
= Z 257 Z 2 pas de solutions dans N. Ainsi, f n’est pas surjective.
j=1 i=1
n i 5. (a) Cf.cours.
1 i
- Z b Z 2 -1 (b) Cf. cours.
j=1 i=0
=3 5 (2t 1)
27
j=1
n n 1 J
= 2—2 — .
Z Z <2> Exercice 2:
j=1 j=1
=m-2 z; <§> -1 1. | ch?z — sh?2 = 1| cf cours.
i=
1
—9p _92nFL — L ) 2. sh est définie sur R a valeurs réelles et arctan est définie sur R, donc| f est définie sur R ‘
1
1
42 ch est aussi définie sur R et, pour tout z € R, ona 1 + chz > 0, donc| g est définie sur R ‘
=2n + ol 442
2 +1 3. @ Puisque : Yy € R, —g < Arctan(y) < g, on en déduit : Vz € R, —g <
=2 — 2.
n 2n—1 Arctan(sh(z)) < g, d’oll en multipliant par 3 : Vz € R, —Z < ZArctan(sh(z)) <
n n ™ N ™ < f(:L‘) < ™
2. ) 3 =3) o 47 4 4
= T o 1< M 1 ch(a) < sh(z) < 14 ch(a) & { BF) —h@) <1
=3 ( 9k — 1> 1+ ch(z) ch(z) +sh(z) > -1 °
k=0 | Or ch(z) + sh(z) = e” et Vz € R,e” > 0 > —1 ce qui prouve la deuxiéme inégalité.
—3 <9n -1 1) De méme, sh(z) — ch(z) = —e™* ce qui prouve la deuxiéme inégalité. Par stricte crois-
9-1 sance de la fonction Arctan, nous en déduisons : Arctan(—1) < g(z) < Arctan(l) <
27 T T
—.(9"-1). —— —.
g D T <gle) <7

Année 2022-2023

1/8




Lycée Déodat de Séverac

Correction du DS 4

Mathématiques PTSI

4. (a) Les fonctions sh et arctan sont dérivables sur R donc par composition

‘ f est dérivable sur R ‘Pour toutz € R,

1 1 1 1 -
f/(l’) = §Ch($)m = §Ch($)ﬁ en utilisant 1
Finalement
1
v R,
ve f'() = 2chx

(b) On a ch et sh dérivables sur R et comme le dénominateur ne s’annule pas * —

shax
1+ chzx
tion ‘ g est dérivable sur R ‘
Pour tout z € R, on a

ch(z)(1 + chz) — sh?z 1
1+ chz)? 1+ ch
gy — LA Jrde
14 shz 14 shz
1+ chz 1+ chz
27
_(1+Ch$) l-l-ChJS: 1+ chx
(14 chz)?2 +sh?z  ch®z + 2che + 1 + sh’x
_ 1+ cha _ l4chz
~ ch?z + 2chz + 1 + (ch®z — 1)  2ch?z + 2chz
Finalement
1
/ _ — !
Vo ER, §() = o = f(@)

(c

~

déduit que c’est une fonction constante sur R. De plus

(f—9)(0) = % arctan(sh(0)) — arctan (ﬂ)

1+ ch(0) 2

Donc f — g est la fonction nulle sur R et donc‘ f = g sur 'intervalle R ‘

2 tan(a)
1 —tan2(a)’

5. (a) tan(2a) = cf. cours.

Année 2022-2023

est dérivable sur R. De plus arctan est dérivable sur R, donc par composi-

La fonction f — g est dérivable sur l'intervalle R et sa dérivée est nulle sur R. On en

1 0
= — arctan(0) — arctan (§> =0

2/8

(b) D’apres 3, —g < 2g(x) < g donc tan(2g(x)) a un sens. De méme, —% < flz) <

™
™ 4,
donc—E <2f(z) <

g, ce qui prouve que tan(f(x)) est également défini.
e Par propriété des fonctions réciproques, tan(2f(z)) = sh(z).
e D’apres la formule ci-dessus ainsi que par la propriété des fonctions réciproques,

_sh(z)
1+ ch(z)
sh?(z)
(14 ch(z))?

2sh(x)(1 4 ch(x))
(14 ch(x))? — sh*(x)
2sh(z)(1 + ch(x))

1+ 2ch(z) + ch®(x) — sh?(x)
_ 2sh(z)(1 + ch(x) ar ch?(z) —
T 21+ ch(z) ¢ v
= sh(z).

o Ainsi : tan(2f(z)) = tan(2f(z)) & 2f(z) = 2g(z) [r] & f(z) = g(=) [g}
Par ailleurs, d’apres 3, nous savons que f(x) et g(z) appartiennent tous deux a

tan(2g(z)) =

sh?(z) =1

l’intervalle]——7 g[qui est de longueur g Par conséquent : f(z) = g(x) [E] &

2
f(z) = g(z). Ceci étant vrai quel que soit z € R, on en déduit que .
(a) Ona

InvV3 —InV3 \/3-’-#
ch(%lni’)) :ch(ln\/ﬁ):e +26 - L=

Sl

1 1
et comme ch (5 In 3) + sh (5 In 3) emV3 — = /3, on en déduit

1

V3

sh (%1113) =V3-

Sl

(b) Calculons

f (%lni’)) = %arctan (Sh (%ln?»)) = %arctan (Lg) = % X % = %
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Puis

Sl

1
g <— In 3) = arctan ( 5 ) = arctan (
2 1+ V3

De f <% In 3) =g (% In 3) on déduit donc

=)
+2

T _ arctan (#>
12 V3+2

d’ot1 en composant avec tan et en sachant que tan o arctan = id sur R tout entier, on
a

tan (171_2) = ﬁ

Probléme 1 :

y = 0.
x

A) Pourtoutz € D = R—{0; 1}, z(z — 1)y + (z—3)y = 0 & y’—|—;2_

_1 /
Nous calculons alors/ P75 gy = l/u (z) dz, avec u(z) = z? — x. Ainsi, A(z) =
2 —x 2/ wu(x)
2Inju(z)| = 2In |2 — 2|, donc: Su = {Ce_% 1“‘“”2_“”‘, Ce R}. Par ailleurs, pour A > 0,

67%‘4 = 11 = 1
65‘/Z

1 1
= —,cequidonne: Sy = { C ———
an/ay  ya <1 " { 22 — g

les simplifications suivant le signe du trindme x> — x (qui a pour racines 0 et 1) :

, Ce R}. On finit

A-1) Sur I1 =] —o00; 0, 2> — = > 0 donc |2* — | = x® — 2. Par conséquent :
1
SH:{Ci, CQR}
2 —x
A-2) Sur I, =]0; 1], > — 2 >< 0 donc |#®> — z| = z — 2. Par conséquent :
1
Sp=¢C—=, CeR;.
" { Vo —a? }
A-3) Sur Iz =|1; +oof, 2> — > 0 donc |2 — 2| = z? — z. Par conséquent :
SH:{Cil ,CER}.
2 —x

Année 2022-2023

B) B-1) Arcsin est définie sur [—1; 1], dérivable sur | —1; 1] et pour tout z €] — 1; 1],

Arcsin’(z) = ! =
L
u'(x) 2y
Vi—u@p  Viz
1
B-2) B 2\/5\/11 —x
) z(1 — x)
. 1
RPN
Ainsi : L _ @) a pour primitive : Arcsin(u(x)) = Arcsin(y/z). Nous en
" o1 — 22 V1—2z2 P P ' '
1
déduisons, en multipliant I’égalité précédente par 2, qu’une primitive de | ——
P 8 P p q P Nt

est| 2Arcsin(y/x).

1
B-3) Sur 12, SH = {Cﬁ,

Ce R}. Par la méthode de variation de la constante, on

1
cherche une solution particuliere de la forme z) = C(z) ——. Alors : yp(z) =
p . yP( ) ( ) m yP( )
1 —ize 1
C’' () ——— 4 C(r) ——=2——— car la dérivée d’une fonction de la forme —
@ = T = = 7
u'(z) o 1
est égale 8 ——————~——. En simplifiant, nous obtenons : y»(z) = C'(z) — +
o
C(x) ————=——.Ainsi:
@) v —z2(x — x?)
z(x —1) '(a:)—l—(:z:—l) =1 &z(z—1)C'(z) ! —C(x) :r—%
vr 2/ 9P . Va —xz? vV — x?
+C(1:)m_7§ =1 carz(z—1)=2>—-=x
v — x?
< Vr —22C'(z) = -1
—1
s 0(2) = ——
(z) —
En utilisant la question précédente, nous en déduisons : C(z) = —2Arcsin(y/z) donc:
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yp(z) = 7_2/&;:8_111;;/5) :

B-4) S=yp+ Su,donc:|S = {ﬁ (C — 2Arcsin(\/5)) ,Ce R} .

C) On note ci-dessous: f = ch et g = sh.

Yz eR, f'(z) >0 g(z) >0

—e =

¢>7
2
Se—e >0

>0

Set>e”

< In(e”) > In(e™™) car In est strictement croissante
ST > —x

<2 >0

Sx>0

Ainsi, sur [0; +oof, f'(z) > 0 et ne s’annule qu’une fois en 0, ce qui prouve que
f est strictement croisante sur [0; 4o0].

Elle induit donc une bijection de [0; 40| vers f([0; +o0]).

Or f est continue sur [0; +oo], donc f([0; 4+oo[) = [f(0); 21}_1 f(x)[. Par opé-

rations élémentaires, liI_‘I_l f(z) = +oo et f(0) = 1 donc f induit une bijection
xr—r+00

de [0; 4o0o[ vers [1; +oo[. On note argch son application réciproque assiociée,
définie sur [1; +ool.

(p) Sur [0 : +oo], la courbe représentative de f admet unetangente horizontale en
0, ce qui correspond (par symétrie par rapport a la droite d’équation y = z) a
une tangente verticale pour la courbe représentative de argch en 1. Bref, argch est
dérivable sur I =]1; +o0], et nous savons que pour tout x € I,

Année 2022-2023 4/8

ca)

(b)

1

J'(argeh(x)
1

g(argeh(a)

argeh’(z) =
Or f2(y) — ¢*(y) = 1 & ¢*(y) = f*(y) — 1. On en déduit, pour y € [0; +oo],

g(y) = /f2(y) — Lcarsiy > 0, alors g(y) > O et f2(y) — 1 > 0. Ceci donne donc
en posant y = argch(z) € Ry,

argch’(z) = !

(f(argeh(z))? — 1

1
=|——=.| car f(argch(z)) = z.

2 —1
Pourxz € Rety € R,
glx) = y & € —e® = 2y. On pose alors X = e *. L'équation

1 .

devient alors : X — X = 2y car e ¥ = pry ce qui s’écrit encore :
X2 _oyXx —1

1 =0eX?-22YX -1=0.

Nous reconnaisons alors un trindme de discriminantA = 4y* + 4 = 4(y* + 1).
Ceci est toujours positif, et par propriété de la racine : VA = 2,/y2 + 1. Nous en
déduisons deux racines réelles distinctes : X1 = y—+/y? + let Xo = y++/y2 + 1.

Ainsi: g(z) =y & e” =y — /y2 + Loue” = y+ /y? + L. Or la premiére équa-
tion n’admet pas de solutions puisque pour tout réel y, y — 1/y? + 1 < 0. D'autre
part,e® =y +y/y?+1 < x =In(y + \/y? + 1). Ceci prouve que g : R — R est
bijective et que pour tout z € R, g~ (z) = In(y + \/y2 + 1).

Vo € R, g~ (2) = In(u(z)) avec u(z) = x++/x2 + 1. Par opérations élementaires,

2z 1
u est dérivable sur RetVe € R, v/(z) = 1+ ——— =14+ —— =
(@) 2vVx? +1 Va2 +1
Vzz4+1+1
u. Ainsi, par composition de fonctions dérivables, g~ ! est dérivable
Vi 11

sur R et pour tout z € R,
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/ / /
L W (x) 1 W (@) [
) = Or =2 ,avecu(x) = /x.Donc C(z) =2 | ——dz =
(97 ) (=) u(z) Va2 —x VuR(z) —1 ()= va (%) V(@) =1
P14l 2argch (/)
Z2 + 1 2argch(u(z)) = 2argch(v/z) d’aprés C(0)b. Ainsi : |yp(z) = —2==-+|, donc :
Y e
Ny 1
S=1{-—— (C+2argch ,CERY.
VPt (LT ) { — (C + 2argch(v2)) }
1
= —. 1
vz +1 D-2) UI(I) B =z
V()2 +1 V—z+1
1 -1
!/ [ —
D) D1y L@ 2V NN
\/u z)2—1 vV —1 e —
_ 1 2y/—z(—x+1)
NN __ -
- 2Vx? —x
- 2 as(lm — 1 Sur I, Sy = {C’ ﬁ, Ce R}. Par la méthode de variation de la constante,
2va? -z on cherche une solution particuliére de la forme yp(zx) = C (x)# Alors, en
Va2 —x
Sur I, Sp = {C 21 ,C ¢ R}. Par la méthode de variation de la constante, on reprenant les calculs précédents, nous en déduisons de la méme fagon :
T —T 1
— 1)y} + (z—2 =1 & (C'(2)=
cherche une solution particuliere de la forme yp(z) = C(m)% Alors: yp(x) = (@ = Dyp(@) + (- 5) v () 22—z
Tre —x /
. 1 v'(x)
1 —2zd . 1 O, —— = —-2———~—, avec v(z) = +/—z. Donc C(z) =
C'(z) ——=——=+C(x) ———=2———— car la dérivée d"une fonction de la forme — / 2 _ 2(x) —1
(=) ViZ—z (@) Va2 — x(x — x?) Vu xvl(m)r e~ 1
u'(z) o 1 2/7d:n = —2argch(u(z)) = 2g9(vx) = —2In(v/—-z +
est égale 8 ——————~ . En simplifiant, nous obtenons : y5(z) = C'(z) —— + /02
1 — N/ — A/ —
C(x)w_—ﬁ Ainsi : vV—z+1) dapres C(0)b. Ainsi yp(z) = 2In( x2—|— z+1) , donc
Va? — z(x? — x) 2 —
/ 1 _ / 1 xr — % 1
z(x—Dyp(@)+ (z— 3)yp() =1 < az(z—1)C'(2) e —C(x) = S = T (C—2In(vV—z+V-x+1)), CeRy}.
_1
—I—C(x)\/% =1 carz(z—1)=z?—=z
V2 —aC'(z) =1 Probléme 2 : ) i
& C'(x) = 21 Pour n € N, onnote: I,, = / t"(1—t)"dtetJ, = /2 sin(¢)™ dt.
x2 -z 0 0

Année 2022-2023
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A) Calcul explicite de I,,.

1 1 1 12 1 1
A-1) IO:/ldtzleth:/t(l—t)dt:/tdt—/tdt:—— ==
0 0 0 0 2 6

% /0 o (Eu(t)"™ dt.

Wl

1
A-2) Posons : u(t) =t — t*. Alors: / (t - %) (t—t3"dt =
0
1 1
PR 1 2\n _ 1 1 n+1 _
Amsl,/0 <t 2>(t )" dt = 3 [n+1u(t) } =0.
1

0
1 1
Or,(t—t2)":t”(l—t)”donc:():/ <t—§> t"(l—t)”dt:/ (1 —t)"dt —
0 0

1
% / t"(1 —¢t)™ dt par linéarité.
0
1 1 Lo 1
Ainsi :/ (1 —t)"dt = =1, < / "1 -t dt = <1,
0 2 0 2
1 tn+2
A-3) Soit Iny1 = / t"t1 (1 — )"t dt. Posons : u(t) = 2 eto(t) = (1 — )"
0 n
u et v sont des fonctions de classe C' sur [0; 1] et V& € [0; 1],u/(t) = "1,

1
v'(t) = —(n+1)(1 —¢)". Par intégrations par parties : / o/ (H)v(t) dt = [u(t)v(t)]s —
0

tn+2

1 1
' () dt < I1 =0
|t b =0+ [

1
"+1/ 2 (1 — )" dt.
0

x (n+ 1)(1 — t)™ dt. Par conséquent :

Ini1 =
+ n+ 2

1
A-4) Puisque: (1—-t)""" = (1—t)"(1—t) et par linéarité, on en déduit: I,,11 = / " (1—
0
1 1
H"(1—t)dt = / "t — )™ dt — / "2 — )™ dt.
0 0
n+1
+2

1 1
1
Or, / "t A=) dt = 5In et [y = / t"T(1 — )™ dt d’apres ci-dessus.
0 0

1 2 2 1
Onendéduit: I,11 = QIW—Z—LITLH & Int (1 + Zi 1> = §In.Au final, apres
simplifications, nous avons : | Vn € N, T, = LHI
p ’ . y dn41 — 2(2n+3) n-.
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1
A-5) Posons :P(n):«Il, = —————
2n
2 1
(2n+1) ( N )
‘P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.
1

(2n +1) (2:)

e Hérédité : Supposons, pour un certain entier n € N, I,, =

Alors: I, =

»et montrons par récurrence faible sur N que

e Initialisation : Pour n = 0, = let Iy = 1donc P(0) est vraie.

1

(2n+1) (2:)

. Mon-

, 1
trons qu'alors : I, 11 = .
2n + 2
2 3
(2n+3) ( n+1 )
Or, d’aprs A4, I, = L—HI Ainsi, en injectant 1’hypotheése de récurrence
s P y dn+1 — 2(2n+3) ne s ) Yp ’
nous obtenons :
n+1 1
Int1 = .Or:
T 2@2n+3) o
(2n+1)
n
2n+2\ (2n +2)! _(@2n+2)2n+1) 2n!  2@2n+1) (2n
n+l) (@m+Dn+1)! (n+1)2 nln!  n+1 n |
o n+1 22n+1) 1 1 1 2n+2
Ainsi, I,41 = X = ,
2(2n + 3) n+l 2n+1 (o, 49 2n+3\n+1
n+1
ce qu'il fallait démontrer.
D’ot1 le résultat par récurrence.
B) Deux applications.
1
B-1) Nous savons d’apres la partie précédente que : ———————— = I,,. Il nous faut

(2n+1) <2:>
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1 1 1
donc estimer I, :/ t"(1 —t)" dt. J = /2 #,dx: /2 1 S da
0 R 3 -1 ( 3)
n x2 4+ ([ —
Or, d’apres la formule du bindme de Newton : (1 —t)" = Z(—l)ktk (Z) 1 2
2 2z 2 2 1 1
k=0 = | —=Arctan (—)} = — (Arctan (—) — Arctan (——))
Ainsi: " (1 —t)" i( D™ )¢ +*, d’otr par linéarité de 'intégral L/g vaily V3 ’ Vs
insi : -t = — , d’ot1 par linéarité de l'intégrale :
=\ ’ : 2 (z_omy_ |2
B 6 6/ | 9 °

n 1 1 \/3
In:Z/ (—1)’“<Z)t"+kdt—(—1)k(z>/ " dt.

=2 0 o [rea—p™

k=0 (C) Soit: R, —/0 mdt.

1 1
Enfin, / g |t e LAy final, nous en déduisons :
0 n+k+1 o ntk+1

. . 1 .. .
Le trinéme ¢(1—¢) a un maximum en 5 pour lequel elle prend la valeur —. Ainsi:

n k
S (" =" _ 1 ' iVt € [0; 1],4(1 —t) < L. Deplus, vt € [0; 1], t(1 —t) >0, donc:
kEln+k+1 om
k=0 (2n 4 1) 1
n pour tout ¢ € [0; 1],0 < (¢(1 —1¢))" < TR
S P) ez - ! - k k . (t(l — t))nJrl 1
B-2) (a) Par linéarité de l'intégrale : ka = /0 Zt (1=t dt. Alors, pour tout ¢t € [0; 1], 0 < Pra—— < gl vt €
k=0 k=0 ) [0; 1], t* — t + 1 > 0. Par croissance de l'intégrale :
— kN S (1)) 1
. . _ . _ — _ - 1 1
Or:Vt € [0; 1], t(1—1) # Let: Zt (1-1) Z(t(l t) 1—t(1—t) Par croissance de l'intégrale, 0 < R,, < dt. Enfin, d’apres la
k=0 k=0 qntl Jo 22—t 41
Ainsi, toujours par linéarité de I'intégrale : question précédente :
n 1 1 n+1
1 (t(1 —1) . . ! 1 24/3
Iy = / ——dt —/ ——~2 _ dt, ce qui donne en développant : _ T 3N .
; o T—i(1—1) s 11— q PP ; 252_2£_|_1dt 9 , d’ot1 finalement :
1—¢(1—t)=t>—t+1,larelation:
( ) 2\/§7T
n 1 1 1 (t(l _ t))n+1 Pour tout n € N,O S Rn S m
ZI’“:/ 27dt+/ 2t X
o 2—t+1 0 BP—t+1
k=0 - R i . 2V/37
lim R, =0.| par théoréme d’encadrement et car lim ——— = 0 par
1 1 n——+oo n—+oo 9 x 4n+1
b) J = L= L dt.On posedonc:z =t — 1 &t =
® J= | mrd = | Gz aa - Onposedonciz =t -5 St = opérations usuelles.
T+ % n
1 1 A N L 1 2v/37 .
Pour to = 0, nous avons o = —3 et pour t; = 1 nous avons : x1 = 5. Ainsi, ¢ (d) D’apres précédemment, Z =3 + Ry, avec Erf R, =0.
d’expression (z) = x + 3 est définie sur I'intervalle I = [—1; 1] etest de classe =0 (9k 4 1) 2k e
C" sur cet intervalle, avec de plus : Vz € I, ¢'(z) = 1. En appliquant la formule k
de changement de variable, nous obtenons alors : Ainsi :

Année 2022-2023 7/8



Lycée Déodat de Séverac

Correction du DS 4

Mathématiques PTSI

C-2)

C-3)
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" 1 237

lim =

/2 - /2 5
Jo = / 1dt = 5 Ji = / sin(t) dt = [[— cos(t)]7/* = 1.
0 0

/2 _ /2 /2
A / (L=cos@) 4y _ 1/ 1dt—/ cos(2¢) dt
0 2 2 0 0
1

N

/2
Partons de J, = / sin(¢)" d¢ et réalisons le changement de variable : ¢t = 7 — u <
0
u=1t—m. Pourty =0,up = metpourt; = 3, ur = 5. On définit ainsi une fonction
ks , . . .
psurl = [5; 7r] , d’expression ¢(u) = m — u. Cette fonction est par ailleurs de classe

C'sur I etVu € I, ¢'(u) = —1. La formule de changement de variable donne alors :

In = /2 sin(r—u)" (- du) = / sin(m—u)" du. Enfin, Vu € R, sin(r—u) = sin(u),
T /2

d’ou finalement :| J, = / sin(u)"n du.
/2

1

Partons de I,, = / t"(1 — t)™ dt et posons : t = cos®(u). Pour to = 0, ug = g
. ° . ) ey e . .

convient et pour t; = 5 u1 = 0 convient également. On définit ainsi une fonction :

¢ d’expression p(u) = cos(u) définie sur I = [0; g} et de classe C* sur I. De plus:

Vu € I, ¢'(u) = —2cos(u) sin(u). Ainsi, par changement de variable :
0

o= [ efra -

/2
/2
/ cos(u)*" sin(u)*" sin(2u) du.
0

cos® ()™ (—2 cos(u) sin(u)) du =

Enfin, cos(u)?" sin(u)?" = (cos(u)sin(2u))?" = (4 sin(2u))*" = 2%sin@u)2n =

1. . 1
e sin(2u)®". Par conséquent, nous en déduisons :

8/8

YneN, I, = 4% /2 sin(2u)*" ! du.
0

™

3
C-4) Partons de/ sin(2u)”"! du et posons v = 2u & u = 5. Pour up = 0, v0 = 0
0

et pour u1 = %, v1 = 7. On définit ainsi une fonction ¢ sur [0; 7] d’expression :
p(v) = % Cette derniere est méme de classe C" sur [0; 7] et Vv € [0; 7], ¢’ (v) = =.

2
Par changement de variable :

[0 du= [Csin@) S dv= 5 [Csinw .
0 0 2 2 0

1 1 (7
On en déduit: I, = 3 X 4_n/ sin(v)2"+! dv.
0

™ /2 E
Or: / sin(v)?" ™ dov = / sin(v)?" ™ do + / sin(v)*" ! dv. De plus, Jont1 =
0 0 /2

/2
/ sin(v)*" ! dv par définition de J,, et d’apres C2, / sin(v)?" ™ dv = Jony1.
0 /2

Ainsi,/ sin(v)®" ™ dv = 2.J2, 11 et donc :
0

I, = 1 x € sin(v)?" T do = 1 X i2J2n+1/ ce qui donne bien au final :
2 " A 2 " an
1
I, = —Jont1.
1n J2n
* % *
FIN
* % *



