Lycée Déodat de Séverac Année 2022-2023
Samedi 19 Novembre 2022 Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 3.

Durée : 2 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

Résoudre les équations différentielles suivantes :

@y —y=ch(t); Oy +4y +4y=e"2; (c)y" + 9y = cos(3t).

Exercice 2

1. Déterminer les solutions complexes de I'équation 222 — (v/3 + 3i)z — 1 +i+/3 = 0.
2. En déduire les solutions complexes de I'équation : 226 — (/3 + 3i)2z® — 1 +iv/3 = 0.

Exercice 3

z+1—1
z2+3

1 On pose z = a + ib avec (a; b) € R%
1-(a) Exprimer en fonction de a et b la partie réelle et la partie imaginaire de Z.

Pour z # —3,on pose : Z = . On désigne par A, B et M les points d’affixes respectives —3, —1 + i et 2.

1-(b) En déduire I'ensemble des points M tels que Z est réelle.
2
2-(a) Donner une interprétation géométrique de |z + 1 — |, |z + 3| ainsi que d’un argument de Z.
2-(b) En déduire I'ensemble des points M tels que :
(@)|Z|=1; (b) Z est un réel strictement négatif.

Probleme

Une étude de fonction

On considere la fonction définie sur R* par f(z) = (g +9+ %) el/z.
x
el/® 1
1. (a) Calculer les limites suivantes : lim ——; lim « (el/ r— 1) (on pourra poser : X = —.)
z—0" T r—Foo x

(b) Déterminer les limites aux bords du domaine de définition de f.

(c) Calculer : lirin ( flz) — g) En déduire que f admet en £oo une asymptote oblique dont on précisera
T—>IT 00

I'équation réduite.

Ve(g 42 1)(2? — 4o —
2. (a) Montrer f est dérivable sur R* et que : Vo € R*, f'(z) = S G ) | 1 z 8).

2z
(b) En déduire le tableau de variations de f.
x
(c) Montrer que lim @) = 0, puis en vous aidant de toutes les informations précédentes, tracer le plus
z—=0- T
précisément possible la courbe représentative de f.
* Kk
FIN
* kK
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e Pour résoudre 'équation 2> = €™/, on pose : z = re'. Alors :
Exercice 1: 23 =z o3 = ¢in/6
o r3=1
30 = Z [27]
t —1
(a)sz{cet+—exP(t)_eXp( ),CeR}; r—1'
’ ' “lo=5 3]
2 18 L3
(b) S= {()\—i—,ut—i- 5) e 2 (N p) € Rz};
Nous en déduisons les trois solutions : ‘ wy = /18 gy = eI3IT/18 4. — 25im/18
— , b : 2 , , ,
(c) = {Acos(i’)t) + <u+ Ebln(:’)t)> (A ) eR } e De la méme facon : B i = ™6 ou oz = DIT/6 L, — G9iT/6 | ap i —
=wy ws we
ei‘n’/2
e Finalement : ‘ S = {w1; wo; w3; wa; ws; we - ‘ (avec en fait : w = e3™/2 = —j).
Exercice 2:
1. On calcule A = (—(v/3+3i))? — 8(—1+iv/3) = 2(1 —i1/3). On cherche alors w tel
que w? = 2(1—+/3i). On posant w = z + iy et en remarquant que [2(1 —iv/3)| = 4, Exercice 3:
on aboutit au systeme :
.’L'2 _ y2 =92 1172 =3 a . .
+ib+1—14
P?H+yP=4 e{ y*=1 11-@ Z = a3
r=43 (a+1)+i(b-1)
e y==*1  a+3+ib
i @+ 1)+ (b= 1)a+3—
=3 r=—3 _la+D)+ub—1jlat3—:
ﬁ{y:—l ou{y:1 car zy < 0. (a+3+ib)(a+3—ib)
On prend donc : w = —+/3 + i, ce qui donne pour solutions : (a+1)(a+3)+bb—1)+il(a+3)b—1) —bla+1)]
 — : : — P = 273
Zl:\/ﬁ+37 V3+i ZQZ\/§+31+\/§ 7:§+1:em/6_ (a+32+b
4 4 2 2
2. @ On pose Z = 23, ce qui nous ramene a l'équation de la question ci-dessus, on _ a® +4a+b>—b+3 i +2b—-3 .
en déduit: Z = e/% ou z = i. (a+3)%+ b2 (a+3)2+ 02
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1-(b) D’apres la question précédente, Z est réel si et seulementsi —a+2b—3 =0 & e On pose : X = 1 o op o= i Alors : z (el/z —-1) = i(eX -1) =
—a_y 3 _ sduit X X
b= 5 + 5. On se rappelle que z # —3, on en déduit : X4
Z réel si et seulement si : < . De plus : lim X = 0, donc par changement de variables :
. N . ’ 2 . 2 . 1 3 r—+oo
M appartient a la droite D d’équation réduite y = 5z + 5
M 30 . eX -1
7 (=3 0) lim (7 —1) = lim —1.
On vérifie que le point de coordonnées (—3; 0) appartient bien a cette droite. Tt X0

On conclue : o1/

(b) e Nous avons : f(x) = z +9)e/* + 8 . Or, par opérations élé-
5 p P

2

‘Zimaginaire pur si et seulement si M appartient a D privé du point (—3; 0). mentaires 11%1 (g +9) el/T = 0 puisque : lirg /T = 0. De plus,
=0~ z—0~
: ‘4 P z+1—1 BM 1/z
2 2-(a) e Avec les notations de I'énoncé : | Z| = | PE | i wli)rglﬁ 6332 = 0 d’apres la question précédente. Ainsi : wl_i)%l, f(xz)=0.
. =
e De méme:|arg(Z) = (W ; BM) [27]. e Puisque : li%lJr e/ = 4oo, alors par opérations élémentaires
T—
BM ; —
2-(b) (a) |Z| = 1 & —57 = 1 & AM = BM. L'ensemble recherché est donc Jlim f(z) = +oo.

‘ la médiatrice du segment [AB]. ‘ Ve

Puisque h{ltl e’/” =1, par opérations élémentaires,| lim f(r) = Fo0.
T— OO

r—to0

(b) Z est ugéel strictement négatif si et seulement si arg(Z) = 7 [27] <
(m ; BM) = m [27]. Cette condition signifie que A, B et M sont ali-

X x 8 x
gnés et que M est situé entre A et B. L'ensemble recherché est donc () Nous avons : f(z) — § = %JU (61/ - 1) + (9 + F) el/*. Or
‘le segment [ABM d’apres 1., h{ltl 1‘(61/ ””—1) = 1 et par opérations élémentaires,
T—rL0oO
~ 8\ /e _ . . z\ 19
wgrfoo (9 + P) e/® =9. Par conséquent, $Erfoo (f(m) - 5) =5
£ g . xz 19
Probléme 1: Nous en déduisons : wgrinoo f(z) — 5 + 5 = 0, donc la courbe
1 1 1/ X représentative de f admet une asymptote oblique d’équation réduite
1. (a)oOnpose:X:—@x:—.Alors:e 26—2: Ez i) f SmE 1 1
x X x? (+) y=5+5.
X?e*. De plus : lggl_ X = —oo, donc par changement de variables : [ (a) Par composition, la fonction définie par g(x) = e!/* est dérivable sur Rx et
- 1
el/x 5 x ] Ve € R* ¢'(z) = ——261/ *. Ainsi, par opérations élémentaires, f est déri-
lim = lim X%e” = 0,|par croissances comparées. x
x>0~ 22 X——o0 vable sur R* et :
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_l/z
VR [a) = (3 )6+ (5494 5) 5
—(l-18_L_ 95 8y.ls *
— \2 3 2z z2 x4
xt — 32z — 2% — 1822 — 16 1z
= e .
2zt
Il nous reste a remarquer que :
(x+2)(x+1)(2? — 42 —8) = (22 + 3z +2)(2% — 42 —8)
= o — 423 — 822 + 323 — 1222 — 242 + 22% — 82 |- 16
=at — 23 - 322 — 16.
ez 42 1)(a? — 4z -8
Finalement, |Vz € R*, f'(z) = ezt )(x—2|— 4)(33 ? )
x
(b) L'expression f’(z) est du signe de (z+2)(z+1)(2? — 42 —8).Or, 2* — 4z — 8
a pour discriminant 48 = (4+/3)2. Ses racines sont donc : 71 = 2(1 — /3) ~
—1.46 et o = 2(1 4+ /3) = 5.45. Ce trindme est donc positif a I'extérieur des
racines. On obtient le signe du produit a I’aide du tableau de signes suivant :
T —o0 —2 1 -1 29 +o0
x+2 -0+ + + +
x4 1 - - -0+ +
x? —4r -8 + +0- -0+
(x+2)(x +1)(z% — 42 — 8) —|—¢— —|—¢—¢—|—
Nous en déduisons donc le tableau de variations, les limites ayant été calcu-
lées précédemment :
x —00 —2 T —1 0 To +o0
N S I N N I R
7 ~ 6.06 3 ~6.07 +o0 +o0
S
—00 ~ 6.05 0 ~ 14,41
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(c) Nous avons:
x
el/w

arées, lim
p ! z—0— $3

Si nous posons :

o 1@ = 1(0)

z—=07 -0

f@)

1/x
el/ &

- Or, toujours par croissances com-
x

= 0, donc par opérations élémentaires, | lim f(z) = 0.
r—0~

f(0) = 0 (vu que lin% f(z) = 0) alors, nous avons
T—

= 0., Le taux d’accroissement admet donc une limite nulle

en 0. On en déduit donc une demi-tangente horizontale en 0~.

Il est & noter les deux éléments non visibles a 1’oeil nu sur le graphique a

cause de l’échelle :

e Le changement du sens de variations de la courbe entre —2 et 0.

e Une demi-tangente horizontale en 0~.



