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Exercice

Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Calculer le développement limité à l’ordre 3 en 1 de la fonction g définie par g(x) =
lnx

x2 − 3x+ 4
;

En déduire que g est dérivable en 1, préciser g′(1) et l’équation de sa tangente en 1 et enfin la position locale de
la courbe représentative de g par rapport à sa tangente au point d’abscisse 1 ;

2. Calculer lim
x→0

e−x2

+ 1
2x

2 − cos(x)

(1 − cos(x))2
;

3. Calculer lim
t→1

(
1

ln(t)
− 1

t− 1

)
;

4. Déterminer l’équivalent le plus simple possible en +∞ de
√
x3 + x ln

(
ex + 1

ex − 1

)
;

5. Soit f(x) =
√
x2 + 1e1/x. Montrer que f admet une asymptote en +∞ et préciser la position de la courbe par

rapport à son asymptote ;

6. On admet que pour tout entier n ≥ 1, il existe un unique réel xn ∈ [0; +∞[ tel que exn − xn = n.

(a) Montrer que pour tout n ≥ 1, xn ≥ ln(n) et en déduire lim
n→+∞

xn.

(b) Vérifier que pour tout n ≥ 1, ln(1− xn

exn ) = ln(n)− xn. En déduire xn ∼ ln(n).

(c) On pose vn = xn − ln(n). Montrer que lim
n→+∞

vn = 0 et ∀n ≥ 1, evn − 1 =
ln(n)

n
+

vn
n

.

(d) En déduire un équivalent simple de vn puis montrer que : xn = ln(n) +
ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
.
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Correction de l’exercice :

1. On pose : x = 1 + h avec h proche de 0 lorsque x est proche de 1. Alors :

g(1 + h) =
ln(1 + h)

2− h+ h2
=

ln(1 + h)

2(1− h
2 + h2

2 )

=
h− 1

2h
2 + 1

3h
3 + o(h3)

2
×
(
1 + 1

2h− 1

2
h2 +

(
h
2 − h2

2

)2

+ o0(h
2)

)

=
h

2

(
1− 1

2
h+

1

3
h2 + o(h2)

)(
1 +

1

2
h− 1

4
h2 + o0(h

2)

)

=
h

2

(
1− 1

6
h2 + o0(h

2)

)
.

g(x) =
1

2
(x − 1)− 1

12
(x− 1)3 + o1((x − 1)3).

Il s’ensuit que g′(1) =
1

2
et que la tangente à la courbe représentative de g au

point d’abscisse 1 a pour équation y =
1

2
(x− 1). De plus,

g(1 + h)− 1

2
h ∼0 − 1

12
h3.

Deux fonctions équivalentes en un point étant de même signe strictement au
voisinage de ce point, on en déduit que la courbe représentative de g est située :

au-dessus de sa tangente au voisinage de 1− et en-dessous au voisinage de 1+.

2. Nous avons 1 − cos(x) ∼0
x2

2
par équivalents usuels donc par produit

(1 − cos(x))2 ∼0
x4

4
.

Au numérateur nous utilisons l’outil développement limité : e−x2

+ 1
2x

2−cos(x) =

1 − x2 +
x4

2
+ 1

2x
2 − 1 +

x2

2
− x4

24
+ o0(x

4) =
11

24
x4 + o0(x

4). Ainsi : e−x2

+

1
2x

2 − cos(x) ∼0
11

12
x4. Au final, par quotient d’équivalents nous en déduisons :

e−x2

+ 1
2x

2 − cos(x)

(1− cos(x))2
∼0

11

6
ce qui prouve que : lim

x→0

e−x2

+ 1
2x

2 − cos(x)

(1 − cos(x))2
=

11

6
.

3. Commmençons par mettre au même dénominateur :
1

ln(t)
− 1

t− 1
=

t− 1− ln(t)

(t− 1) ln(t)
.

Or, on posant t = 1 + u nous obtenons :

• au numérateur : u− ln(1 + u) = 1
2u

2 + o0(u
2) donc : u− ln(1 + u) ∼0

1
2u

2.

• au dénominateur : u ln(1 + u) ∼0 u2 par produit d’équivalents usuels.

Ainsi, par quotient d’équivalents :
1

ln(t)
− 1

t− 1
∼1

1
2 (t− 1)2

(t− 1)2
∼1

1
2 .

On en déduit : lim
t→1

(
1

ln(t)
− 1

t− 1

)
=

1

2
.

4. Nous avons x3+x ∼+∞ x3 donc par passage à la puissance :
√
x3 + x sin+∞ x3/2.

Par ailleurs : ln
(
ex + 1

ex − 1

)
= ln(1 + v(x)) avec v(x) =

2

ex − 1
. Par opérations

usuelles lim
x→+∞

v(x) = 0 donc par équivalents usuels : ln(1 + v(x)) ∼+∞ v(x).

On en déduit ln
(
ex + 1

ex − 1

)
∼+∞

2

ex − 1
∼+∞

2

ex
car ex − 1 ∼+∞ ex. En effet,

ex − 1

ex
= 1 − e−x et lim

x→+∞
(1− e−x) = 1 par opérations usuelles. Au final, par

produit d’équivalents :
√
x3 + x ln

(
ex + 1

ex − 1

)
∼+∞

2x3/2

ex
.

5. On pose : x = 1
u ⇔ u = 1

x , avec u proche de 0 lorsque x est au voisiange de +∞.
Alors l’expression devient :
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f
(
1
u

)
=

√
1
u2 + 1eu

=
1

u

√
1 + u2eu

=
1

u

(
1 + 1

2u
2 + o0(u

2)
) (

1 + u+ 1
2u

2 + o0(u
2)
)

=
1

u

(
1 + u+ 1

2u
2 + 1

2u
2 + o0(u

2)
)

=
1

u
+ 1 + u+ o0(u).

Ceci prouve que : f(x) = x+ 1+ 1
x + o+∞

(
1
x

)
, donc que : f(x)− (x+ 1) ∼+∞ 1

x .
En conclusion :

• lim
x→+∞

1

x
= 0 ce qui entraine que : y = x + 1 est asymptote oblique à la courbe

représentative de f en +∞.

• Pour x > 0, 1
x > 0 donc la courbe représentative de f est située au-dessus de

son asymptote sur un voisinage de +∞.

6. (a) Nous obtenons : n = f(xn) = exn − xn ≤ exn car xn ≥ 0. En passant au
logarithme, nous avons : ln(n) ≤ xn . Par le théorème de divergence par

minoration, (xn) tend vers +∞.

ln(1− xn

exn ) = ln( e
xn−xn

exn ) = ln( n
exn )

= ln(n)− ln(exn) = ln(n)− xn

(b) D’après précédemment ∀n ∈ N∗, ln(n) − xn = ln(1 − xn

exn ). Or (xn) tend

vers +∞ et limX→+∞ X
eX = 0 par croissance comparée. Donc

(
− xn

exn

)
tend

vers 0. Par équivalent usuel, ln(n)− xn ∼ − xn

exn
. Divisons alors par xn et

obtenons :
ln(n)

xn
− 1 ∼ − 1

exn
. Par ce qui précède limn→+∞ − 1

exn = 0, et

ainsi, lim
n→+∞

ln(n)

xn
= 1 puis par définition xn ∼ ln(n) .

(c) D’après précédemment ∀n ∈ N∗, ln(n) − xn = ln(1 − xn

exn ) donc
vn = − ln(1 − xn

exn ). Or, par croissances comparées, et puisque (xn)

tend vers +∞, lim
n→+∞

− xn

exn
= 0 d’où par composition des limites

lim
n→+∞

ln(1 − xn

exn
) = 0 ce qui entraîne lim

n→+∞
vn = 0.

Par ailleurs, par définition de xn, ∀n ≥ 1, exn − xn = n. Or xn = ln(n) + vn
donc en remplaçant nous en déduisons : nevn − ln(n) − vn = n. En divi-

sant par n ∈ N∗ nous avons donc : ∀n ≥ 1, evn − ln(n)

n
− vn

n
= 1 ⇔

evn − 1 =
ln(n)

n
+

vn
n
.

(d) On remarque que vn = o(ln(n)) car lim
n→+∞

vn = 0 et donc par opéra-

tions usuelles lim
n→+∞

vn
ln(n)

= 0. On en déduit :
vn
n

= o

(
ln(n)

n

)
puis

ln(n)

n
+

vn
n

=
ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
d’où

ln(n)

n
+

vn
n

∼ ln(n)

n
par propriété.

De plus lim
n→+∞

vn = 0 donc par équivalents usuels : evn − 1 sin vn. Nous

avons donc au final : vn ∼ ln(n)

n
.

Par propriété cela s’écrit également : vn =
ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
c’est à dire :

xn − ln(n) =
ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
⇔ xn = ln(n) +

ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
.

⋆ ⋆ ⋆
FIN
⋆ ⋆ ⋆
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