Lycée Déodat de Séverac Année 2023-2024
Mardi 07 Mai Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 11.

Durée : 1h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice

Les questions suivantes sont indépendantes.

Inx )
2?2 —3r+4’
En déduire que g est dérivable en 1, préciser ¢’'(1) et 'équation de sa tangente en 1 et enfin la position locale de
la courbe représentative de g par rapport a sa tangente au point d’abscisse 1;

1. Calculer le développement limité a I’ordre 3 en 1 de la fonction g définie par g(z) =

e + 122 _ cos(x)
2. Calculer lim 2 ;
z=0 (1 — cos(x))?

. 1 1
3. Calculer }Eﬁ (m — t——l)’

r+1
4. Déterminer I'équivalent le plus simple possible en +o0o de va? + zIn (e * 1) ;

ea:

5. Soit f(z) = V&2 + 1e'/*. Montrer que f admet une asymptote en oo et préciser la position de la courbe par
rapport a son asymptote;

6. On admet que pour tout entier n > 1, il existe un unique réel z,, € [0; +-o00] tel que e™* — z,, = n.

(a) Montrer que pour tout n > 1, z,, > In(n) et en déduire lim =z,.

n—-+oo
(b) Vérifier que pour tout n > 1, In(1 — Z=) = In(n) — z,,. En déduire z,, ~ In(n).
1 n
(c) Onpose v, =z, —In(n). Montrer que lim v, =0et¥Vn>1,e" —1= M + O
n——+oo n n
In(n)

(d) En déduire un équivalent simple de v,, puis montrer que : z,, = In(n) +

" +o <ln£ln)>
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. S 11
Correction de I'exercice : 122 — cos(z) ~o ELE4. Au final, par quotient d’équivalents nous en déduisons :
1. 0O e —14h L he de 01 he de 1. Alors : e 4 122 — cos(z) e + 122 —cos(z) 11
. On pose : = 1 + h avec h proche de 0 lorsque x est proche de 1. Alors : 2 ~0 — ce qui prouve que :| lim 2 —
(1 —cos(x))? 6 z—0 (1 — cos(x))? 6
In(1+ h) In(1 + h)
g(l+h) = S _hinz 20T+ = ) 3. Commmencons par mettre au méme dénominateur :
2 2
— 1p2 4 1p3 4 o(h®) 1 2\ 2 1 1 t—1—1In(t)
2 3 1y 112 [ 2 _ — )
- 2 % (H?h L (2 2) +oo(h )> In(t) t—1 (t—1)In(t)
h 1 1 1 1 O =1 bt :
S N P Ty B2 14 —h — —p2 B2 r, on posant ¢ -+ u nous obtenons :
5 sh+ gh® +of )>(+2 1t ooh?)
h 1
=3 1-— ghQ + 00(h2)> . e aunumérateur : u — In(1 + u) = 2u® + op(u?) donc : u — In(1 + u) ~o Fu?.
e au dénominateur : u In(1 + u) ~o u? par produit d’équivalents usuels.
1 1
g@) = 3l = 1) = 5@ =V +orl(w— 1)), L1 tp—y
) Ainsi, par quotient d’équivalents : D) -1 ~1 2(16 1y ~ i
Il s’ensuit que ¢'(1) = 3 et que la tangente a la courbe représentative de g au
1 On en déduit : | li ! ! _1
point d’abscisse 1 a pour équation |y = §(x —1). |De plus, dE=y In(t) t—-1) 2
1 1, 4. Nous avons 2+ ~ o, 3 donc par passage a la puissance : v/23 + 2 sin o, 2%/2.
g(1+h)—§hNo—Eh~ . er +1 2 .
Par ailleurs : In 1) = In(1 4+ v(z)) avec v(z) = T Par opérations
. Lo C s . . . er — er —
De.u.x fonctions eq}llvalentes e/n un point étant de m?me signe strlcteme?nt /au usuelles lim v(z) = 0 donc par équivalents usuels : In(1 + v(z)) ~4o00 v().
voisinage de ce point, on en déduit que la courbe représentative de g est située : z—+o0 . ) )
‘ au-dessus de sa tangente au voisinage de 1~ et en-dessous au voisinage de 17. On en déduit In (e + 1) Ntoo 7 "Moo Car e’ —1 ~4 €. En effet,
er — er — er
2 e’ —1 . : :
2. Nous avons 1 — cos(z) ~o % par équivalents usuels donc par produit o = l-e et lim (1 —e™") = 1 par opérations usuelles. Au final, par
1 5 2174 et +1 2.733/2
(1 = cos(x))” ~o 7 produit d’équivalents : | v/23 + 2 1In ( 1) R
er — er
Au numérateur nous utilisons 1’outil développement limité : e " sa?—cos(z) =
. 22 gt 11 , 5. Onpose:z =1 & u=1 avecu proche de 0 lorsque z est au voisiange de +oo.
1—a2?+ 5 + sa% — 1+ 5T "o T op(zt) = ﬂﬂfl + op(a*). Ainsi : e™® + Alors I'expression devient :
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(c) D'apreés précédemment Vn € N*, In(n) — z, = In(l — Z=) donc
v, = —In(l — Z=). Or, par croissances comparées, et puisque (z,)

P =y fE e

= —/1+ u2e®
f
=— (14 3u®+o0o(u?)) (1 4+ u+ Fu*+ 0o(u?))
== (1+u+ su®+ Fu? + op(u?))
=—+1+u+op(u).
u
1

Ceci prouve que : f(z) =z + 141 + 0,0 (), doncque: f(z) — (x4 1) ~4o0 L.
En conclusion :

.1 . : . R
o igr&o - = 0 ce qui entraine que : y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe
représentative de f en +oc.
e Pour z > 0, 2 > 0 donc la courbe représentative de f est située au-dessus de
son asymptote sur un voisinage de +oo.
6. (a) Nous obtenons : n = f(z,) = ¢"» — z, < e* car z,, > 0. En passant au

logarithme, nous avons : |In(n) < z,, | Par le théoréme de divergence par

minoration, | (z,) tend vers +oo.
In(l— &) = In(“=m) = ()
= In(n) —In(e*) =|In(n) — x,

(b) D’apres précédemment Vn € N*, In(n) — z, = In(1 — 2=). Or (z,) tend

e

vers +oo et limx 4 o elx = 0 par croissance comparée. Donc ( — “;—) tend

ern

Ln

vers 0. Par équivalent usuel, | In(n) — z, ~ —

In(n)

. Divisons alors par z,, et

ern

obtenons : =0, et

eTn

1 S
-1~ o Par ce qui précede lim,, ;o0 —
In(n
ainsi,| lim (n) = 1| puis par définition m
n—+oo I,
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(d)

In

tend vers +oo, lim —

= 0 d'ou par composition des limites
n—+oo eTn

. x . N -
lim In(1 — =*) = 0 ce qui entraine| lim v, = 0.
n—-+o0o ern n—-+o0o

Par ailleurs, par définition de z,,, ¥n > 1, e** — z, = n. Or 2, = In(n) + v,
donc en remplagant nous en déduisons : ne* — In(n) — v, = n. En divi-
In(n) v,

sant par n € N* nous avons donc : Vn > 1, e =1<«
n n
6")71 — 1= ln(n) + U_n
n n
On remarque que v, = o(ln(n)) car nll)&loo v, = 0 et donc par opéra-
1
tions usuelles lim —"— = 0. On en déduit : = = o In(n) puis
n—+oo In(n) n n

n n n

In(n) L o _In(n) (ln(”)> don BO  on Inlm) o opriets
n n n n

v

De plus lirll v, = 0 donc par équivalents usuels : e’* — 1sinv,. Nous
n—-+0oo

In(n
avons donc au final : | v,, ~ %
1 1
Par propriété cela s’écrit également : v, = nin) +o n?gn)) c’est a dire :
1 1 1 1
Tp —In(n) = n(n) +o (M) S|z, =1n(n) + n(n) +o ( n(n)) .
n n n n

* * x

FIN
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