Lycée Déodat de Séverac Année 2023-2024
Samedi 27 Avril Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 10.

Durée : 2h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes :
(@) In(e~* + 2sin(t)) a 'ordre 4 en 0.

1
b) 1+vV1+t

1
(c) n al'ordre n en 2.

alordre 3 en 0.

2x
(d) / e~ dt alordre 5 en 0.
0

Exercice 2

Les questions suivantes sont indépendantes

1. Dans E = RY calculer la dimension de Vect((2"), 1).
-1 -2

2. Onpose:Az(1 9

) et C(A) = {M € My(R) /| AM = MA}.

(@) On admet que C'(A) est un sous-espace vectoriel de M3 (R). Calculer sa dimension.
(b) En déduire: C(A) = Vect(I3, A).
3. Dans E =R3[X]onnote F = {P € R3[X]|/ P(1) = P'(1)} et G = {P € R3[X]| / P(0) = P'(0)}.
(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E et calculer la dimension de F.
(b) Déterminer la dimension de F' N G et préciser une base.
(c) Déterminer un supplémentaire de F' N G dans E.
4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie tel que dim(E) = n avecn € N*. On considere H;, H; et Hj trois
sous-espaces vectoriels de E distincts tels que dim(H;) = dim(H») = dim(H3) = n — 1 etonnote F = Hq + H,.

(a) Montrer que si F' = H; alors H; = Hs. En déduire F' = E puis dim(H; N Hz) = n — 2. De méme, on admet
que dim(Hs N Hy) = dim(H; N Hy) =n —2.

(b) Montrer que H1 N H3 + Ho N Hz C F'N Hs.

(c) Montrer que :

(d) En déduire dim(H; N Ho N Hs) =n —3oudim(H; N HyNHz) =n—2.
(e) On suppose dim(Hy N Hy N H3) = n — 2. Montrer qu’alors H1 N Hy = Hy N Hs = Hy N Hs.

* Kk %
FIN

* kK
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Correction de I’exercice 1: (c) Posons t = 2 + h avec h au voisinage 0 lorsque t est au voisinage de 2. Alors :
& q &
1 1 1 n AT
b 10 L, 14 t 0w t 2+u 21+u/2 Zk—() +OO( ):ng+1+00< ").On
(a) Nousavons:e~ +811n(t) :11+t+§t _§t +ﬁt .DoncIn(e™"+2sin(t)) = In(1+u) en déduit k=0
avecu =t + 3t — —t3 + —t*. Ainsi: 1 (-2 .
2 124 X , ¥=ZW+02((t—2) ).
In(e~! + 2sin(t)) = u — §u2 + 5“3 — Zu"t + 0p(u?) avec: k=0
e 1 L .
e WP 21—t Lt oo(tY) = £ 15 — B4 4 oot (d) Nous avons:e " =1—¢*+ Zt4 + 0p(t*). La fonction étant de plus continue, par
1 4 Z x 3
. z . ’ z . LA z . . —t2 _ z
o 0w = Pttt %t‘l ooty =15 + gt4 + oo(th); intégration d'un développement limité on en déduit que : /o et dt=2— 3 +
1 e 8
o ut =1t 4 op(t?); %96 + 0o(2°). Au final : / e dt = 2z — §x3 + gafr’ + 0o (z°).
0
o og(ut) = og(th).
) _ ) 24 2, 4 Correction de I’exercice 2:
Aufinal :|In(e™" + 2sin(t)) =t — §t + §t + 0o(t%).
1 1, 1, 5 ‘ 1 1. On constate que ((2"), 1) est une famille libre. En effet, soient deux réels a, b tels
(b) Nous avons v1+t¢ = Lt ot = gt + 15t + 0o(t”) donc : 1+ VItt que:Vn € N, a+b2" = 0. Alors, pour n = O nous avons: a+b = 0 et pour n = 1,
1 1 1 1 1, 1,4 3 o nous avons : a + 2b = 0. En retranchant les deux relations cela entraine b = 0
1 L, 3 Tl VYT at = Et * 3_2t +0o(t%). Ainsi: puis a = —b = 0. On en déduit que ((2"), 1) est une base de Vect((2"), 1) puis-
2+ §t N gt +oo(t) qu’elle est génératrice par définition, et libre d’apres prcédemment. Par consé-
1 A n _
=1 U1 — U + 0p(u®) avec : quent : | dim(Vect((2"), 1)) = 2.|
) . 2. (a) Soit M = i z € M;s(R). Alors par calcul matriciel : AM = MA <
.UZ_Et2_3_2t3+OO(t3) —a—2c —-b-—2d —a+b —2a+b L.
3 L 5 (3) <a+26 b—|—2d> = (—C+d _20+2d>-0nendedultb: —2c et
o u’ = —1° 4 oot _ _
64 d=a+ 3cdonc M = ¢ 2 =aly + bN avec N = 0 2 .
o 00(u?) = 0p(t%). c a+3c 1 3
Ainsi : M € Vect(Iz,N) ce qui prouve que : C(A) C Vect(Iz, N). L'autre
Au final : 1 _ 1 lt + itz 5 £+ 0o (t3) inclusion est également vraie car Al = IA = A et par cacul matriciel :
1+v1+t 2 8 16 128 AN = NA. Donc I, et N sont deux éléments de C(A). Puisque C(A) est un
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sous-espace vectoriel de M (R) nécessairement : Vect(Iz, N) C C(A).

Par double inclusion : C(A) = Vect(lz, N) ce qui prouve que (2, N) est une
famille génératrice de My(R). Elle est par ailleurs clairement libre car al> +

DN =0« (° 2 < a = b = 0. C’est donc une base de C(A) ce
¢ a+3c=0

qui prouve que ‘ dim(C(A)) = 2. ‘
I, € C(A) car Al, = IbA = A. De plus A € C(A) car AA = AA = A%
Comme C(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R) nous en déduisons :

Vect(Iz, A) C C(A). Par ailleurs (I2, A) est clairement libre donc de rang 2.
Par conséquent : dim(Vect(I2, A) = 2.

Au final : Vect(lz, A) C C(A) et dim(Vect(l2, A) = dim(C(A)) ce qui par
propriété prouve que ‘ C(A) = Vect(l, A). ‘
o F C R3[X] par définitioin de F'.

¢ Notons P le polynéme nul. Alors P’ = 0k;x) et donc P(1) = P’(1) ce qui
prouve que Og[x] € F.

e Soient P; et P, deux éléments de F et notons : Q = AP, + P avec (A; p) €
R% Alors: Q(1) = APy (1) + pP2(1). De plus, puisque P’ = A\Q'| + uQ alors
Q'(1) = AP{(1) + pPj(1). De plus P, € F donc Pi(1) = P{(1). De méme
P>(1) = P3(1). On en déduit : AP;(1) + pP>(1) = AP{(1) + pP5(1) ce qui
prouve que Q(1) = Q'(1) etdonc que @ € F.

En conclusion, les trois points suivants étant vérifiés, on en déduit que F' est

un sous-espace vectoriel de R3[X].

Soit P = aX?® + X2 + cX +d. Alors P € F si et seulement si P(1) = P'(1).
Comme P’ = 3aX? + 2bX + ccelaentraineque:a+b+c+d =3a+2b+c.
Ainsi d = 2a + b et donc P = a(X? + 2) + b(X? + 1) + cX. Ainsi
P € Vect(X? 4+ 2,X? + 1, X). L'autre inclusion est également vraie car
X342€ F,X?+1€ FetX € Fetcar F est un sous-espace vectoriel de
R3[X].
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(©

4. (a)

Par double inclusion F' = Vect(X3 + 2, X? 4+ 1, X) ce qui prouve que (X3 +
2, X? + 1, X) est une famille génératrice de F. Elle est de plus libre car de
degrés échelonnés. C’est donc une base de F ce qui prouve que | dim(F') = 3.

Soit P € FNG. Alors P = a(X® 4 2) + b(X? + 1) 4+ ¢X car P € F. De
plus P € G donc P(0) = P'(0). Or P’ = 3aX? + 2bX + ¢ donc P'(0) =
0< 2a+b=cOnendéduit: P = a(X3+2X +2)+bX?+ X + 1) donc
P e Vect(X3+2X +2, X2+ X +1).

Nous avons donc F NG C Vect(X? +2X + 2+ 2, X? + X + 1). Par ailleurs
il est évident que X3 + 2X + 2+ 2 et X? + X + 1 appartiennent a F' N G.
f N G étant un sous-espace vectoriel en tant qu’intersection de sous-espaces
vectoriels, nécessairement Vect(X? +2X +2+2, X2+ X +1) C FNG. Au
final par double inclusion F NG = Vect(X? +2X +2+2, X%+ X + 1) ce
qui prouve que (X?®+2X +2+2, X? + X + 1) est une famille génératrice de
F N G. Elle est de plus libre car de degrés échelonnés. C’est donc une base de

F N G ce qui prouve que ‘ dim(FNG) = 2. ‘

Nous constatons que (1, X, X2 + X + 1, X3 + 2X + 2 + 2) est de degrés éche-
lonnés donc une famille libre de R3[X]. Elle est de plus de taille maximale
puisque dim(R3[X]) = 4. C”est donc une base de R3[X]. Par propriété :
Vect(1, X) @ Vect(X3 4+ 2X +2+2, X2+ X + 1) = R3[X] ce qui prouve que
Vect(1, X) est un supplémentaire de F' N G dans R3[X].

On suppose F' = H; c'esta dire H, + Hy = H,. Allors, puisque Hy C Hi+ H>
nous en déduisons : Hy N Hy. De plus dim(Hz) = dim(H;) par hypothese.
Nécessairement H, = Hs.

Comme H; et Hy sont supposés distincts par hypothése on en déduit
F # H;. On constate par ailleurs, car H; C F C E que dim(F) =n—1ou
dim(F) = n.Or, sidim(F) = n—1, alors comme H; C F etdim(H;) = dim(F)
cela entrainerait que F' = H;. Ceci est impossible d’apres précédemment. On
en déduit donc : | dim(F') = n.

En utilisant la relation de Grassmann on en déduit : dim(F) = dim(H;) +
dlm(Hg) —dim(H1 ﬂHQ). Ainsi : d1m(H1 QHQ) = d1m(H1)+d1m(H2) —dlm(F)
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Or dim(H;) = dim(H3) = n — 1 par hypothese et dim(F) = ncar F = E. Au
final, nous obtenons : ‘ dim(Hy N Hy) =n—2. ‘

Soit|x € Hy N Hs + Hy N Hy.|Alors z = u+vavecu € HyNHsz etv € HyNHs.
Comme u € Hy etv € Hyalorsu +v € Hi + Hy. On en déduit x € H; +
H,. De plus u € Hs et v € Hs. Or, H3 étant un sous-espace vectoriel de E,
nbécessairement v + v € Hj. Par conséquent x € Hs. Au final : « € Hy + H»

etz € Hz donc ce qu'il fallait démontrer.

D’apres Grassmann dim(F' + Hs) = dim(F) + dim(Hs) — dim(F N Hz). Or,
comme H; N Hz + Hy N Hy C F N Hy d’apres la question précédente. Nous
avons : dim(H; N Hs + Hy N H3) < dim(F N Hs) donc —dim(F N Hs) <
dim(H, N Hs + Hy N Hs). Ainsi :

Par ailleurs, d’apres Grassmann, dim(F') = dim(H7)+dim(Hz)—dim(H,NHz)
et, encore d’apres Grassmann, dim(H, N Hs + Hy N H3) = dim(H; N
H3) + dim(Hs N H3) — dim(H1 N Hy N Hy N H3z). En constatant que
HyN HyN HyN Hs = H; N Hy N Hy N H3, nous obtenons au final :

dim(F + H3) < dim(H;) + dim(H3) + dim(H3) — dim(H; N Hy) — dim(H; N
Hg) — dlm(HQ n Hg) + d1m(H1 N HQ N Hg)

Nous savons que : dim(H; ) = dim(Hy) = dim(Hs) = n—1etdim(H;NHy) =
dim(H;NH3z) = dim(HyNHs) =n—2.Deplus FF = Eet FUF+Hsdonc E C
F + H3. Or, F et H; étant deux-sous-espaces vectoriels de £, nécessairement
F + Hj est un sous-espace vectoriel de E donc F' 4 H3 C E. Bref, par double
inclusion : F'+ Hs = E ce qui prouve que dim(F' + H3) = n. Nous avons donc
a l’aide de la relation précédente :

n < 3(n—1) = 3(n—2)+dim(Hy N Hy N Hy) | dim(Hy 1 H N Hy) > n — 3]

De plus Hi N HyNHs C Hi N Hy donc‘ dim(Hy N Ho N H3) <n—2 ‘puisque
d1m(H1 M HQ) =n-—2.
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(e)

La dimension étant un nombre entier, nécessairement les valeurs possibles
sont| dim(Hy N H N Hy) = n — 3 ou dim(Hy N Hy N Hy) = n — 2. |
Si dim(H1 N He N Hz) = n — 2 cela signifie que dim(H; N Hy N Hz) =

dim(H; N Hs). Or comme Hy; N Hy N Hs C H; N Hs nous en déduisons :
HiNHyNHs=H NH,.

De méme dim(H; N Ho N Hs) = dim(H; N H3). Or comme Hy N Hy N Hs C
H1 N Hs nous en déduisons : H; N Hy N H3 = Hy N Hs.

Mais nous avons aussi : dim(H; N Hy N Hz) = dim(Hz N Hs). Or comme
HiN HyN Hy C Hy N H3 nous en déduisons : H; N Hy N H3 = Hy N Hs.

Nous avons donc : H; N Ho N H3 = Hy N Hy = Hy N H3 = Hy N Hz donc
HiNHy=H;  NHy=HyN H3 ‘ce qu’il fallait démontrer.

* % %
FIN
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