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Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, 1’orthographe. la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve. les candidats sont invités a illustrer. s’ils le jugent nécessaire.
leurs réponses avec un dessin.



PROBLEME D’ALGEBRE LINEAIRE

1 2 =2
1. Onnote A= [ -2 5 —2] et f < £L(R?) 'endomorphisme canoniquement associé.
-2 0 3

1.1 Calculer le rang de A — I3. Lapplication f — id est-elle un automorphisme ?

1 0 —1
1.2 Montrer que B = 1|, 1], -1 est une base de R3.
1 1 1

1.3 Déterminer la matrice de f dans la base B.

1
1.4 En déduire I'existence de P € GL3(R) telleque: A= P | 0 P~1. Préciser P.
0

O W O
o O O

1.5 Lapplication f est-elle bijective ?
2. On note dans cette question u I'application de R[X] vers R[X| définie, pour tout P € R[X], par
w(P)=—-P"+2XP + P

2.1 Montrer que u est un endomorphisme de R[X] et montrer que u(R,,[X]) C R, [X].
2.2 On note u,, = UR,, [X]- Pourquoi w,, est-il un endomorphisme de R,,[X]?

3. On s’intéresse dans cette question a us.

3.1 Montrer que B = (1 — X; X — X?; X?) est une base de Ry[X].
3.2 Vérifier que la matrice de us dans cette base est la matrice A de la partie 1.
3.3 En utilisant les résultats de la partie 1, en déduire une base, que I'on précisera, de Ry[X] dans
laquelle la matrice de us est diagonale.
4. On s’intéresse dans cette question a us.

4.1 Déterminer la matrice de u3 dans la base canonique de R3[X].
4.2 En déduire une base ainsi que la dimension de G = Ker(uz — Tidg,[x])-
4.3 Onpose : F = Vect(1,—2X,4X? — 2). Montrer que F & G = R3[X].
4.4 En déduire une base dans laquelle la matrice de u3 est diagonale.
5. On note w I'application de R dans R, de classe C*°, définie pour tout = € R par w(z) = e~**. Pour tout

n € N, on note H,, I'application de R dans R définie par H,(z) = (—1)"* w™(z), ol w(™ est la dérivée
n-ieme de w.

En particulier Hy(z) = 1.

5.1 Calculer pourtout x € R, Hi(x), Ha(x) et Hz(x).

5.2 Montrer que pour tout x € R, H/ (z) = 2zH,(x) — Hp41(x).

5.3 En déduire que H,,.1 = 2XH,, — H},.

5.4 En déduire que pour tout n € N, H,, est un polyndme de degré n par récurrence.

5.5 Déterminer pour tout n € N le coefficient dominant de H,,. Une récurrence n’est pas exigée pour
cette question.



6. On note v et w les applications de R[X] vers R[X] définies, pour tout polynéme P € R[X], par :

v(P)=2XP — P, w(P)=P.
On admet que v et w sont des endomorphismes de R[X]. On note par ailleurs id I'application identique
de R[X].
6.1 Etablir : vow =u—idetwov = u+ id.
6.2 En déduire uov —vou = 2.
6.3 Montrer que pour tout A € R, si u(P) = AP, alors u(v(P)) = (A + 2)v(P).
6.4 En déduire, par récurrence, que pour tout n € N, H,, € Ker(u — (2n + 1)id)

PROBLEME D’ANALYSE

1. 1.1 Pour z un réel tel que x > 0 montrer que la série E (—f +In (1 + f)) est une série convergente.
n n
n>1
On note ¢ sa limite.

1.2 On note ¥n € N*,va > 0, V,(2) = [ ((fx/k (1 + %)) Calculer In(V,(z)) puis en déduire que la
k=1
suite (V”(x)>n21 converge.

Onnote lim V,(z) = ﬁo (e*x/k (1 + %))

n—-+0o00
k=1

2. Pourp € N* etn € N*, on note I',,(p) = / Pt (1 - 3) dt.
0 n

2.1 Justifier 'existence de I';,(p) pour tout p € N* et n € N*,
2.2 Montrer que pour tout p € N* et n € N*,

1
Tn(p) = np/ WP (1 — w)" du.
0

1
3. Onpose: I, = / uP~1(1 — u)™ du pour n > 0 et pour p > 1.
0

3.1 Calculer I, .
3.2 Montrer, a l'aide d’une intégration par parties, que : Vn > 1,Vp € N*, I,,,, = EIPH,TH.
P

n!

3.3 EndéduireVn e NVpe N* [, = .
P pip+1) ... (p+n)

+1)...(p+n
3.4 Montrer que : V(n; p) € (N*)2, p(p )n! (p+n) :pH (1 + B).

10,1] = R
4. Soitn € N*. On note : ¢ 1—(1—-t)"
s ——
t
4.1 Montrer que ¢ se prolonge par continuité sur [0, 1]. On note encore ¢ le prolongement obtenu.
4.2 Lapplication ¢ est-elle de classe C! sur [0,1]?



4.3 A laide de l'inégalité des accroissements finis appliquée & f : = — 1 — (1 — z)", montrer que
Vit € [0; 11,0 < o(t) < n.

t n
1 [t [t ”(1_E>
.Soitnzl.OnnoteIn:—/ cp<—) dtetJn:/ - dt.
nJo n 1

t

5.1 Justifier que I,, et J,, sont bien définies.

1
. . 1—u)”
5.2 Montrer, en vous aidant d’'un changement de variable que : J,, = / %
1/n

5.3 Calculer fll/n(l —u)" du.
5.4 En déduireque 0 < J, < 1.

1 n+1
1— =
1/n 1 — ) t! < )
5.5 Montrer que pour toutn € N*, J,,.1 — J, = / ( w) — i d

1/(n+1) U %

(1 _ u)n+1

5.6 Etudier le sens de variations de g : u — sur ]0; 1] et en déduire que (.J,,) est croissante.

5.7 Finalement, montrer que (J,,) converge. On admet dans la suite du devoir que (I,,) converge également.

n

1
. Pour tout n € N*, on note a,, = (Z E) — In(n).
P

1 n
1 . 1., . s
6.1 En remarquant que / (1—t)""t dt = —, exprimer Z % a 'aide d’une intégrale puis a l'aide d’'un
0 " k=1
changement de variable affine, établir que :

u

VnEN*,an:/nﬂdu—/nldu.
0 1

U u

6.2 En déduire que

n
Vn € N*,a, = %/Olgp(%) du—/j%du.
6.3 En déduire que (a,) converge. On note ~ sa limite dans la suite du devoir.
.Soitp>1letn>1.
7.1 Montrer que :
n

pepan H (e—p/k (1 n z_?)) _ p(p + 1)...(p—|—n)‘

k nPn!
k=1

(p+1)...(p+n)
nPn!

7.2 Soit p € N* fixé. Montrer que la suite de terme général b
valeur de sa limite.

converge et préciser la

7.3 En déduire I'existence de lim T',(p) ainsi que la relation :
n——+0o0o

n t\" —p
lim [ ! (1 _ —> dt = c
0

n—-+00 n oo y P .
)
I (e (14
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Lycée Antoine Bourdelle et Déodat de Séverac 4 heures
CORRECTION DU CCB 2024.
1 2 =2
1. Onnote A= [ -2 5 —2] et f € L£L(R?) 'endomorphisme canoniquement associé.
-2 0 3

1.1 Calculer le rang de A — I5. Lapplication f — id est-elle un automorphisme ?

0 2 -2 0 1 -1
rg(A —1I3) =rg( (2 4 2)) =rg( (1 2 1)) =
-2 0 2 -1 0 1
0 1 -1 010
=rg({-1 2 =1|)=rg(|{1 0 0])=2.
(0 0 0) (0 0 0)

gDonc rg(f —id) =2 < 3 et f —id n’est pas un automorphisme.

1 0 -1
1.2 Montrer que B = (( 1 ) , ( 1 ) , ( -1 )) est une base de R3.
1 1 1

Testons la liberté de cette famille. Soit (o, 3,v) € R? tels que

<
N
—
|
o Lo
DN
I
N = =
~_
S~—

1 0 -1 0 a—v = 0
al 1 | +8| 1 ) +v -1 | =120 & a+pf—-v =0
(o () ) (8) = et o

a =79
& 6 =0
T

gLa famille est donc libre et de taille maximale, Card(B) = 3 = dim(RR?). Par théoréme, c’est
. une base de R3.

1.3 Déterminer la matrice de f dans la base BB. Calculons :

()G () 0)-02) =)
)

O W O
ot O O

1
Donc la matrice de f dans la base B est (0
0
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1.4 En déduire l'existence de P € GL3(R) telle que : A = P (

o O =

0
3
0

o O O

) P~1. Préciser P.

10
Par la formule de changement de bases, on sait qu’il existe P € GL3(R) telleque A = P (0 3
0

o O O

) p

0

1 0 —1
ou P est la matrice de passage de la base canonique a la base B, a savoir P = (1 1 1) :
1 1 1

1.5 Lapplication f est-elle bijective ?

ﬁ Puisque D est une matrice inversible en tant que matrice diagonale non nulle avec des
coefficients diagonaux tous non nuls, on en déduit que A est inversible en tant que
. produit de matrices inversibles. Ainsi f est une application linéaire bijective.

2. On note dans cette question u I'application de R[X| vers R[X| définie, pour tout P € R[X]|, par u(P) =
—P"4+2XP +P.

2.1 Monitrer que u est un endomorphisme de R[X| et montrer que u(R,[X]) C R, [X].
Soit (A, u) € R?, (P, Q) € R[X] x R[X]. Calculons :

uwAP+ Q) = — ()\P + MQ)H +2x ()\P + uQ)/ n </\P n uQ)
S ()\P” + MQ”) +2X ()\P’ + uQ’) n ()\P n uQ)

= u(P) + pu(Q)

De plus, par opérations usuelles, VP € R[X],u(P) € R[X].

EQCes deux points montrent que u est un endomorphisme de R[X].

Enfin, soit P € R,,[X]. Alors, u(P) € R[X]. De plus,

deg(u(P)) < maz(deg(P"),deg(2X P"),deg(P)) < n.

E!Cela montre que u(R,[X]) C R,[X].
2.2 On note u, = ug, [x)- Pourquoi u, est-il un endomorphisme de R,,[X] ?

ﬁL’application uy, est linéaire puisque u I'est et pour tout P € R, [X], u,(P) = u(P) € R, [X]
. par la question précédente. Donc u,, est-il un endomorphisme de R, [X] .
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3. On s’intéresse dans cette question a us.

3.1 Montrer que B = (1 — X; X — X?; X?) est une base de Ry[X].
Testons sa liberté. Soit (o, 8,7) € R? tel que

a(l — X) +B(X — X2) +")/X2 = ORQ[X]

= al + (B_Oé)X‘i‘ ('Y—B)Xz = ORQ[X}
a = 0

<:>(1,X,X2)basecanoniquede R2[X] B-—a = 0 a==9=0
y=6 =0

gLa famille est donc libre, de cardinal maximal puisque Card(B) = 3 = dim(Ry[X]). C’est
. donc une base de ce dernier.

3.2 Calculons:

up(l—X) = 1-3X =[1)1-X)+[-2]X — X?) +[-2]x?
up(X —X?) = 242X(1-2X)+X —X?=24+2X —4X? + X - X2 =2+3X —-5X?=2(1 - X) +5(.
ug(X?) = —242X2X +X2=5X?-2=-2(1-X)-2(X — X?) +3X?
Donc la matrice de uy dans cette base est
1 2 -2
-2 5 2| =A.
-2 0 3

3.3 En utilisant les résultats de la partie 1, en déduire une base de Rq[X| dans laquelle la matrice de
uo est diagonale.
D’apres la partie 1, on en déduit que

ou P est la matrice de passage de la base B a la nouvelle base. On connait les trois éléments de
cette nouvelle base a partir de leur composante dans cette derniére.

1
e Le premier a pour composante [ 1 |, donc on obtient

1

Ei=101-X)+1(X -X*)4+1X%=1

0
e Le second a pour composante | 1 |, donc on obtient

—_

By=01-X)+1(X - XH+1X?*=X

-1
e Le troisieme a pour composante | —1 |, donc on obtient
1

Ez=(-1D1-X)+(-1)(X - X%) +1X% = -1 +2X?
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ﬁLa nouvelle base est donc (1, X,2X? — 1>.

4. On s’intéresse dans cette question a us.

3.1 Déterminer la matrice de uz dans la base canonique de R3[X].
La base canonique de R3[X] est (1, X, X2, X?). Calculons :

ug(l) = 1
uz(X) = 2X + X =3X
ug(X?) = —-2+42X2X +X2=5X2-2
uz(X3) = —6X +2X.3X?2 4+ X3 =7X3-6X
Donc la matrice de ug est
10 -2 0
03 0 -6
00 5 0
00 O 7
3.2 En déduire une base ainsi que la dimension de G = Ker(uz — Tidg,|x])-
Soit
a 1 0 =2 0 1 0 00 -6 0 -2 0
b€k<030_6—70100>—ke(0_40_6>
|l S fo o 5 o 0oo010|/ o o -2 o
d 00 O 7 0 0 0 1 0 0 0 0
_06 _04 _02 _06 ) —6a—2c = 0 a = 0
o =0y e —4b—6d = 0 < = 3
0 0 -2 0 c 9 — 0 _ 0 2
0 0 0 0 d
Ainsi,
a 0
bl | -3/2
c =d 0
d 1
Finalement,

ker(ug — Tidg, x)) = Vect ((—3/2X + X3)).

La famille ( —3/2X + X3> constituée d’'un seul polyndme est donc une famille génératrice de G,

libre car composée d’un seul vecteur non nul. Par définition, c’est une base de G qui est alors de
dimension 1.

3.3 Onpose : F = Vect(1,—-2X,4X?% — 2). Montrer que F & G = R3[X].

e Lafamille (1, —2X,4X? — 2) est une famille génératrice de F, libre car de degrés échelonnées, ne
contenant pas le polynéme nul. Par définition, c’est une base de F' qui est alors de dimension 3.
Donc

A dim(F) + dim(G) = 3+ 1 = dim(Rs[X])
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e Gérons l'intersection.
ee D'une part, {Or,x]} C F'N G car ce sont deux sous espaces vectoriels de R3[X].

ee D’autre part, soit P € F N G. Alors il existe (a,b,c,d) € R*tel que P = a — 20X + c(4X? —2) =
deX? —2bX +a—2cet P =d(X?—3X) =dX3 — 22X, Par identifications des coefficients, on

a
a = 0
_ — _3d
ii B 02 Sa=b=c=d=0
d = 0

Donc P = Og,[x]- Ainsi, F'N G C {Og,[x)}-

A Ainsi, {0z,(x)} = FNG.

g Par ces deux points et par le théoreme de la caractérisation des espaces supplémen-
. taires en dimension finie, on en déduit que F © G = R3[X].

3.4 En déduire une base dans laquelle la matrice de us est diagonale.

gOn concatene la base de F et la base de G pour obtenir une base de R3;[X| adaptée a ces
. espaces supplémentaires : (1, —2X,4X%2 -2, X3 — (3/2)X).

Calculons
U3(1> = 1
uz(—2X) = —2ug(r)=-2x3X =-6X
uz(4X? —2) = 4duz(X?) —2u3(1) =4.(5X%2 —2) — 2.1 =20X2%2 - 10 = 5(4X2 - 2)
us(X? = (3/2)X) = 7(X° - (3/2)X)

E! Donc la matrice de u3; dans cette nouvelle base est :

o O O
o O w o
o ot o O
N O O O

5. On note w I'application de R dans R, de classe C*°, définie pour tout z € R par w(z) = e~*". Pour tout
n € N, on note H, l'application de R dans R définie par H,(z) = (—1)"¢* w™(z), ot w™ dérive la
dérivée n-iéme de w.

En particulier Hy(z) = 1.
4.1 Calculer pour tout x € R, Hy(z), Ha(x) et Hs(z).

Hy(z) = (=1)'e*” x —2z¢™ =22

Hy(z) = (—1)26$2 X ( —2e7% 41‘26_”52) =42 — 2

Hs(z) = (—1)363””2 X <4SU€_$2 + 8ze ™ — 8x36_32> = 823 — 12z

5



Mathématiques PTSI

4.2 Montrer que pour tout z € R, H), (x) = 2xH, () — Hy41(2).
Soit z € R. Alors

w@) = ((0reu@)

/

= (=" (2:062210(”) (x) + e (w(”)> ()
= 2zH,(z) + (—1)"e” w1 (x)

= 2zH,(x) — Hpy1(x)

4.3 En déduire que pour tout n € N, H,, est un polynéme de degré n.

i
4.4 Déterminer pour tout n € N le coefficient dominant de H,,.

6. On note v et w les applications de R[X] vers R[X] définies, pour tout polynéme P € R[X], par :

v(P)=2XP—P, w(P)="P.

On admet que v et w sont des endomorphismes de R[X]. On note par ailleurs id I'application identique
de R[X].

5.1 Etablir :vow =u —id etwov = u+id.
Soit P € R[X]. Alors
vow(P) =v(w(P)) =v(P")=2XP - P’

et
(u—id)(P) = u(P) — id(P) = —P" + 2XP' + P — P = —P" 4 2XP'

EgCela montre que v o w = u — id.

Puis,
wov(P)=w@2XP—P)=(2XP-P) =2P+2XpP — P’

et (u+id)(P)=u(P)+P=—-P"'"+2XP +P+P.

EgCela montre que w o v = u + id.

5.2 Endéduire uwov —vou=2v.
Puisvow =u—id = vowov = (u—id)ov=uov—vetwov=u+id=vowov=vo(u+id) =
voutvoid=vou+wv.

gDonCUO’U—U:UOU+U<:>UO’U—’UOU:2’U
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5.3 Montrer que pour tout A € R, si u(P) = AP, alors u(v(P)) = (A + 2)v(P).
Soit A € R et u(P) = AP. Par la question précédente

w(w(P)) = v(u(P))+20(P)
= w(AP) + 20(P)
= Mu(P) + 20(P) par linéarité de v
— (A +2)u(P)

5.4 En déduire que pourtoutn € N, H,, € Ker(u — (2n + 1)id).

i. Initialisation. Alors Hy = 1 etu(l) = 1 < (u—[2x0+1])(1) = Ogx] = Ho € Ker(u—(2x0+1)id).
ii. Hérédité. Supposons que H,, € Ker(u — (2n + 1)id). Alors, on sait que

H,. 1 =2XH, - H,
. On calcule

(w— (20 +1]+ i) (Ho1) = u(Hog1) — 20+ 3)Hop
= w(2XH, - H')— (2n+3)(2XH, — H')
= u(v(Hy,)) — (2n + 3)v(H,)
= (2n+ 1+ 2)v(H,) — (2n + 3)v(H,,) par la question précédente
n = Orx

Ainsi, Hy, 11 € ker((u — (2[n + 1] + 1)id)). Lhérédité est démontrée.

gPar le théoréme de récurrence, on a montré que pour tout n € N, H,, € Ker(u— (2n+1)id).
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PROBLEME 2.

1. 1.1 Pourx un réel tel que x > 0 montrer que la série E (—f +In (1 + f)) est une série convergente.
n n
n>1

€ 2
(- o)

2
= —3= +ols)

Soit z > 0. On cherche donc une comparaison.

(5m(r+)

Ainsi
2n2 +o(% ) 22 puisque z # 0
la série Z est une série de Riemann avec a = 2 > 1, donc convergente

par Ilnearlte, > - W est une série convergente
les séries sont a termes négatifs a partir d’un certain rang.

z N . Zo X X Za
gPar le théoreme de comparaison, la série Z <—— +In (1 + —)) est une série conver-
et n n
. gente.

1.2 Onnote Vy(z) = [ ] (e*x/ k (1 + %)) Calculer In(V,(z)) puis en déduire que V,,(z) converge.

Les facteurs sont positifs. Par propriété de la fonction In, on a

@) = S (( (145))

— it () 4 ((147))
= s (2w ((1+7))

gPar la question précédente, la suite (ln ) converge vers un réel /. Puisque exp
n>1

est continue sur R, on en déduit que la suite ( (T )) converge vers exp(/).

“+00
On note H (e*x/k (1 + %)) la limite de V,,(x) lorsque n tend vers +cc.
k=1

n t n
2. Pourp € N* etn € N*, on note T',,(p) = / =1 (1 - _> dt.
0 n

2.1 Justifier 'existence de I';,(p) pour tout p € N* et n € N*,

n

On considére la fonction ¢ — t?P~1 [ 1 — — ) . Puisque p est un entier supérieur ou égal a 1 et n
n

également, cette fonction est donc de type polynomiale par opérations usuelles sur des fonctions
polynomiales.

$Cette fonction est alors continue sur R et ainsi, I',,(p) existe bien.
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1
2.2 Montrer que pour tout p € N* et n € N*, I',,(p) = np/ P 1 — )" du.
0
On effectue un changement de variables. On pose

u=—<t=nu=pu)
n

t\" .
¢ estde classe C! surR et t s tP~1 <1 — E) est continue,

Sit=0alorsu=0etsit=nalorsu=1,
dt _ d(nu) _
du —  du

Par théoreme

1
= np/ uP7H(1 — w)" |du
0

par linéarité de l'intégrale.
1
3. Onpose : I,,,, = / P 1 — w)" du.
0

3.1 Calculer I, .

1
Io = /up_l(l—u)o du
0

3.2 Montrer, & l'aide d’une intégration par parties, que :V(n; p) €, (N*)?, I, , = EIPJFLTZ_I.
p
Soit (n; p) €, (N*)2. On pose

(0 = tgw [0 = a0

W) = W ) = %
Ces fonctions ¢ et ¢ sont de classe C! sur R. Par le théoréme d’intégration par parties, on en déduit :
1
Lyn = [%p x (1— u)”}o - fol % X (— n(l — u)”_1> du

= 5 fol uP(1 —u)" "t du par linéarité

n
— —dp+1,n—-1
p

n!
pp+1)...(p+n)

3.3 EndéduireV(n; p) €,(N*)2, I,,,, =
Soit (n,p) € (N*)2. Alors

n _ﬁn—lj o nx(n—1)x---x1 I
p P T pp 1P T T i (p ) e x (pn—1) P
Par la question 31, on en déduit que

Ipn =

n!

Cplp+1)---(p+n)

Ip,n
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o Plpt 1) .. (ptn)

3.4 Montrer que :¥(n; p) €, (N¥) '
n.

=p
k

n

(1+%).

1

On peut partir de la droite :
n D B n k +p
PIL(+3) = Il < k )
k=1 k=1

[T, [k
= PR

(1+p)(2+p')---(n+p)

= p)(

plp+1)...(p+n)
n!

10,1 - R
4. Soitn € N*. On note : ¢ 1—(1—t)"
tﬁf.

4.1 Montrer que ¢ se prolonge par continuité sur [0, 1]. On note encore ¢ le prolongement obtenu.

e D’une part, ¢ est continue sur |0; 1] en tant que quotient de fonctions qui le sont dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas sur cet intervalle.

e De plus,

1—|1—nt+o(t)

o(t) = = n+o(1)
t—0 t t—0

Ainsi, lim p(t) = n € R.
t—0

Par propriété, » se prolonge par continuité sur [0, 1] et en notant encore ¢ le prolongement
obtenu, on a désormais :

[0,1] = R
1—(1—¢t)"

SOt&—> t

si t€0;1]

n si t=

4.2 Lapplication ¢ est-elle de classe C* sur [0,1] ?
Lapplication ¢ est de classe C! sur ]0; 1] en tant que quotient de fonctions qui le sont dont le déno-
minateur ne s’annule pas sur cet intervalle.

e Testons si ¢ est dérivable en 0. Pour cela,

1— <1fnt+@ [—t]2+0(#2)

(P(ﬂ — t

= n—@t—i—o(t)
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Eg Puisque ¢ admet un développement limité en 0 a I’ordre 1, par propriété, o est dérivable

. en0et/(0) = -2l

e Testons si ¢’ est continue en 0. Pour cela, V¢ > 0

t x (n(l - t)”_1> 1x (1 (1- t)”)

t2

¢'(t) =
Traitons le numérateur :

t x (n(l - t)"*1> 1x (1 —(1- t)”)

_ nt(l A o(t)) - (1 - (1 —nt 4 2D g2 o(e2)

t—0

= af—nn— D+ o(t?) — (ﬂ{— D2 4 o(12)

t—0

— _n(ngl)tz +O(t2)

t—0

. : Z : —n(n— . - -1
Finalement, par quotient d’équivalents, ¢’ (t) ~;_0 (2 U Donc %ln(l) o(t) = % = ¢'(0).
—

La fonction ¢’ est donc continue en 0 et ¢ est alors de classe C! en 0.

gLa fonction ¢ est donc de classe C! sur [0; 1].

4.3 A l'aide de I'inégalité des accroissements finis appliquée a f : = — 1 — (1 — =)™, montrer que
Vit € [0; 11,0 < ¢(t) < n.

La fonction f est de type polynomiale, donc est dérivable sur [0; 1]. De plus,
vx € 0;1], /() = (=1) x (=n)(1 — )" = n(1 - 2)""!
Donc
0< fl(x) <n.

Par l'inégalité des accroissements finis, on en déduit que vVt € [0;1],0 x (t — 0) < f(t) — f(0) <
nx(t—0)<0< f(t) <nt

i. Sit>0alors0<p(t)<n
ii. Sit=0alors ¢(0) =n € [0;n].

gPar conséquent, on a montré que vt € [0; 1],0 < ¢(¢) < n.

1 t n
5. On noteIn:—/ <p<—) dtetJn:/ -2 dt.
0 1

n n t

5.1 Justifier que I,, et J,, sont bien définies.
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t . . . .
gLa fonctiont — ¢ (—) est continue sur [0; 1] puisque ¢ est continue sur [0; 1]. Cela justifie
n

t n
(%)
que [, existe. De plus, ¢t — N "/ est continue sur [1;n] en tant que quotient de

fonctions qui le sont dont le dénominateur ne s’annule pas sur [1;n]. Cela justifie que J,,
. existe.

1
, . 1—u)”
5.2 Montrer, en vous aidant d’un changement de variable que : J,, = / % du.
1/n

Onpose L =u &t =nu=19y(u).

<1 B 3>7L
Y estde classe C! surRett — N "/ estcontinue sur [1; 7]

Sit=1lalorsu=1/netsit=nalorsu=1,
dt _ d(nu) _
du —  du

Par théoreme,

1 n+1
1/n (1 . u)n+1 <1 - E)
5.3 Montrer que pour toutn € N*, J,.1 — J, = d
1/(n+1) u

Partons de :

1/n
J |
1/(n+1) U o

3= 3

1 n+1
 (-3)
n par Chasles

/1 (1 _ u)n+1 s /1/(71) (1 u>n+1 p
= u J—
1/(n41) u 1 u a(n+1) %{
1 n+1
J v (1—w)? ! <1 . E> Chasl
= J, 1—
+1 +/1 (1—u) " oy % par Chasles

12



Mathématiques PTSI

Prélevons :

1/(n) AT ) 1/(n) Y ) 1/(n) AT )
/ (1— U)M du = / ) il / wx L= g, par linéarité
1 u 1 1 u

- ((1 1) (1) — o)

On revient a I'expression précédente :

1 n+1 1 n+1
1— = 1— =
1/(n) (1—u)n < n) (1— l)n—i—l ( n)
n 1- - — Jdn+l1—dJn L - — Jdnt+1—dJn
J+1+/1 (1=u) U du n+1 1=t n+1 n+1 1=

1 n—+1

1— =

1/n 1 — )l ( >

§On a donc montré que J,, .1 — J, = / Gk - ? d
1/(n+1) u P

(1 — )"t

5.4 Etudier le sens de variations de g : u — sur |0; 1] et en déduire que (J,,) est décrois-

sante.

Cette fonction g est dérivable sur ]0; 1] en tant que quotient de fonctions qui le sont dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas et sa fonction est

ux (=[n+1))(1 —w)" — (1 —u)* _(u x [n+1](1 —u)" + (1 —u)”+1> <0

Vu €]0;1], ¢ (u) = " = )

puisque les termes dans la parenthése sont positifs, et donc leur somme l'est aussi. Donc g est
décroissante. Reprenons donc I'expression précédente. Alors pour tout u € [=;+],9(t) < g(3) &

g(t) — g(+) < 0. Par positivité de I'intégrale, et puisque 5 < +, ona J,1 — Jp < 0.

gAinsi, la suite (J,,) est décroissante.

5.5 Finalement, montrer que (J,,) converge. On admet dans la suite du devoir que (I,,) converge également.

_1yn
Soit n € N. La fonction Vt € (1+) est positive et 0 < n. Par positivité de l'intégrale, on en déduit
que (J,)nen €st une suite positive donc minorée par 0, décroissante par la question précédente.

g Par le théoréeme des suites monotones, la suite (J,,),cy est une suite convergente.

n

1
6. Pour tout n € N*, on note a,, = <;€Z‘I E) — In(n).
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6.1

Ainsi, Vn € N*

6.2 On remarque que

3

=
Il
>
M-
—
h
i
—~
—
|
.y
N—
E
_
Q
~

k=1
1 n
= / (1—t)"Lat
0 k=1
1n—1
= / (1—t)*at
0 k=0

nl— 1——
an, / du —In(n)
0

an = L e(%)du— ["Ldu

_ 1 d 1_< n
= f090 “+f1

— L o) du+ [ p(%) — L du

n u

1 n _ u\"
0 n 1 u

6.3 En déduire que (a,) converge. On note ~ sa limite dans la suite du devoir.
Onremarque que a,, = I,,—J,. Les suites (1,,) et (J,,) convergent d’apres les questions précédentes.

g Donc la suite (a,,) converge par opérations usuelles.

7. 7.1 Simplifier 'expression : H (e*p/ & (1 + %)) puis montrer que :

k=1

n

pe I (e—p/k (1 n %)) _plpt+l...(p+n)

nPn!
k=1
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ﬁ (e_p/k (H_%)) _ ﬁ (e_p/k> ﬁ (H%) ey, P4 p) - (ntp)

n!

pePan H (e—p/k (1 + %)) —  pePanPEio § x 14D)24p)-(ntp)

n:

— e—pln(n) o p(l+p)(2+'p) “(n+p)

= €

In(n=7) p(1+p)(2+1'0)---(n+p)
_ p(1+p)(2J'rp)~~(n+p)

p+1)...(p+n)
nPn!

7.2 Soit p € N* fixé. Montrer que la suite de terme général d

valeur de sa limite.
On sait que la suite (a,,) converge vers ~. Par continuité de exp, on en déduit que

converge et préciser la

ePan —n—stoo eP7
De plus, par la question 12,

[ (" () e T (14 )

k=1 k=1

(p+1)...(p+n)

ngar produit de limites, on en déduit que la suite de terme général & e

+o0
converge et que sa limite est pe?? x || (e"”/’c (1 = %)) .

7.3 En déduire I'existence de lirf I, (p). On note I'(p) cette limite.

n——+0o0
On a
n!

p(p+1)---(p+n)

Par la question précédente, et par passage a l'inverse (licite puisque les nombres sont strictement
positifs et la fonction inverse est continue sur R**) :

Iy (p) = nPl,, = nP x

o Tn(p) = —5 —
—p/k p
P10+ 2))

7.4 On remplace I'expression de I';,(p) par son intégrale pour obtenir

n t\" —p
lim [ <1——) dt = ¢
0

V(e
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