BanQue PT

9 Concours commun blanc de Mathématiques
Lycée Antoine Bourdelle & Lycée Déodat de Severac

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.

AVERTISSEMENTS :

e Pensez a rendre séparément les parties analyse et algebre.

e Le baréme final accordera le méme poids a I'exercice d’analyse et & 1'exercice d’algebre linéire.



EXERCICE D’ANALYSE

Partie 1. Une somme de rationnels approchant le nombre In(2).

(Q1) Montrer que pour tout t # —1, et tout entier n > 1 :

(Q2) En déduire que Vn > 1,

pors k+1 1+t
S~ (=1
M In(2) = ~
(Q 3) Montrer que In(2) ; -

Partie 2. Une seconde somme de rationnels approchant le nombre In(2).

(Q1) Soit f : t — T —In(1+t)+In(t) définie sur [1; +ool. Dresser le tableau de variations de f sans oublier les limites
aux bords de l'intervalle.

(Q2) Calculer une primitive de ¢t — In(¢) et en déduire qu'une primitive sur [1; +oo[ de f est
F:z— (1 +3c) (ln(x) —1In(1 +x)>

(Q3) Montrer que F(z) = —1—5 +o(L).

r——+o0

(Q4) Montrer qu’il existe un réel M tel que Vz > 1, F(z) < M.

=1
(Q5) SoitVn > 1,H,, = Z T Montrer que (Hy,),>1 diverge.
k=1
(Q 6) En utilisant la méthode des rectangles, que 'on illustra par un schéma, montrer que : Vp > 2,Vg > p:

F(g+1)—F(p) <Y _ f(k) < F(q)— F(p—1)

k=p

(Q7) Etude de la convergence de 3 g1 f (k)

(a) Montrer que (ZZ=1 f (k)) . est une suite croissante.

n7

(b) En utilisant la question 4, montrer que Vn > 2

n

S Fk) < (1 _ 1n(2)) M~ F(1)

k=1

(c) En déduire que la série ), -, f(k) converge. On note v sa somme.

(d) Endéduireque H, = In(n+1)+~v+o(1).
n—-4o00
N n
(Q8) Soitn > 1, N > n. En remarquant que Z f(k) = Z f(k) — Z f(k), montrer que :
k=n+1 k=1 k=1
—1-Fn+1)<~y-) f(k)<-1-F(n)

k=1



(Q9) Montrer que —1 — F(n) ~p— 400 5
(Q10) En déduire que :

-1 1
H, = In(n+1 — to(~
D, met D)4yt ot e(n)

(Q11) Soitg: & ~ srrmy@arD-

(Qa) Donner le domaine de définition de g. On le note D,,.

(Qb) Etudier la convergence de la série de terme général (g(n)),>1.
(Qc) Trouvez (a, b, c) € R? tels que Vz € Dy, g(z) = 2 + #‘_1 + 5257
(Q d) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :

Z ! _H2n+1 - %Hn

P 2k+1

(Q e) Montrer que

- 1
k) =3+4H, —AHy sy + ——.
kZ:lg() - e R

(Qf) En utilisant le résultat de la question 7d, montrer que

In(2 1 3 5 L
n()_Z( _;n(n—kl)@n—i—l))

EXERCICE D’ALGEBRE LINEAIRE

On note :

¢ M, (R) I'ensemble des matrices carrées de taille (n,n) et M, ,(R) I'ensemble des matrices carrées de taille (n, p).
e S,(R) I'ensemble des matrices symétriques a coefficients réels.

e Si A € M, (R) on note a; ; le coeficient de A situé a I'intersection de la i-eme ligne et j-éme colonne.

o I, la matrice identité de M,,(R) et 0,, la matrice nulle de M,,(R).

e Si Ae M, ,(R), alors: AT € M, ,(R) désigne la transposée de la matrice A.

e id l'application identité sur un K-espace vectoriel E.

e Pour f un endomorphisme de R?, ME(f) ou Matg(f) la matrice de f relativement a la base .

e Pour X € R?, Mp(X) ou Matp(X) la matrice des composantes de X dans B.

Ll Y1
Soit C la base canonique de R* et X = | zo | etY = | y, | deux vecteurs exprimés dans C. On rappelle que le
3 Y3

produit scalaire a pour expression : < X, Y >= z1y; + z2y2 + 3y3.

Soit f € £L(R?). On dit que f est un endomorphisme symétrique lorsque : V(X,Y) € R?, < f(X),Y >=< X, f(V) >.

I - Quelques généralités sur les endomorphismes symétriques de R?

1. Vérifier que si X et Y sont deux vecteurs de R?, alors < X, Y >= X7V
2. Montrer quesi A € S3(R) alors I'endomorphisme f canoniquement associé a A est un endomorphisme symétrique.

< X, e >
3. Soit B = (e1, ez, e3) une base orthonormée quelconque et X € R3. Montrer que Matp(X) = [ < X, ez >
< X,e3 >

4. Pour f un endomorphisme de R? et B une base orthonormée, on note A = Matg(f).



Vérifier qu’alors a;; =< f(e;),e; > puis que si f est un endomorphisme symétrique alors A7 = A.

IT - Un exemple pour n = 3.

Pour P € Ry[X] on note ¢ I'application telle que ¢(P) = (1 — X?)P” — 3X P’ et on note P, = 2X?%, P, = v2X,
Py=1-2X2

5. Vérifier que ¢ € L(R3[X]).

6. Vérifier que B = (P, P1, P») est une base de R;[X] et déterminer la matrice de passage P = PF ot C est la base
canonique de Ry [X].

S O N

1 0
1

7. Déterminer A = Matg(yp) et vérifier que A est une matrice symétrique. On pourra utiliser P~ = | 0 7
1 0

8. Déterminer une base et préciser la dimension de Ker(y), Ker(¢ + 3id), Ker(¢ + 8id).

0 0 0
9. En déduire une autre base de R,[X] dans laquelle la matrice de ¢ a pour expression: [0 —3 0
0o 0 -8

III - Le cas général pour n = 2

a b
b c
veut montrer que quels que soient les réels a, b et c il existe une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Onnote A = < ) € S3(R) et f I'endomorphisme de R? canoniquement associé & A. On suppose que A # 0z et on
10. Montrer que A% — aA + I = 0y aveca = a + cet B = ac — b

11. Onsuppose 5 = 0.

(a) Vérifier que o # 0.

(b) Montrer que Ker(A — aly) C Im(A) et Im(A — aly) C Ker(A).

(c) Montrer que Ker(A) NKer(A — alz) = {Orz}.

(d) Montrer que Ker(A) & Ker(A — aly) = R%

(e) En déduire une base B dans laquelle D = Matg(f) est diagonale. Préciser D.

12. Onsuppose: 3 # 0.

(a) Montrer que o — 43 > 0 et étudier le cas ot1 o — 43 = 0.

2A — als

Dans la suite de la partie on supposera que : a? — 48 > 0 et on pose : B = T
a2 —

. On note également ¢
I'endomorphisme canoniquement associé a B.

(b) Calculer B?. Qu’en déduit-on pour g?

(c) En vous aidant des éléments caractéristiques de g (sans chercher a les calculer) proposer une base B de R? dans
laquelle D = Matg(g) est diagonale.

(d) En déduire que Matp(f) est également diagonale.

IV - Retour sur I’endomorphisme de II-.

On utilise dans cette partie la notation suivante : si P et @ sont deux polynémes a coefficients réels on note :
1
(PlQ) = / Pt)Q(t)V1 — 2 dt.
-1

On note, comme dans la partie I, p(P) = (1 — X?)P” — 3X P’ pour P € R[X].
Onnote Ty =1,T) =2X et Th, =4X? — 1.

13. Montrer que : sin(6)T4 (cos(#)) = sin(26) et sin(6)T2(cos()) = sin(30).
Plus généralement on pose : T;, € R[X] tel que sin(§)T, (cos(f)) = sin((n + 1)§).
14. Vérifier que T3 = 8X3 — 4X et que T3 € Ker(p + 15id).



15. Pour P € R[X] quelconque, on note f(t) = (1 — t2)3/2P'(t). Montrer que f'(t) = v/1 — t2p(P)(t).

1
16. En déduire que: (¢(P)|Q) = —/ (1 —2)*2P'(1)Q' (1) dt puis (¢(P)|Q) = (Ple(Q)).

-1
17. Démontrer que : sin(a)sin(b) = —1 (cos(a + b) — cos(a — b)). En déduire , & I'aide du changement de variable :
t = cos(#) que:

3

(TalTw) =0sim #n (T|T) = 3.
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EXERCICE D’ANALYSE

Partie 1. Une somme de rationnels approchant le nombre In(2).

co (=DF _
k+1

=1In(2)

Par définition, la série >~ - ( % +>1 converge et 57 i

Partie 2. Une seconde somme de rationnels approchant le nombre In(2).

(Q1) Montrer que pour tout t # —1, et tout entiern > 1 :

n

1 n
1+t Z ) +t
D’apres la propriété sur les sommes des termes d’une suite géométrique de raison —t # 1, on sait
que
n—1 -
1— ((l)ntn n
—1 ktk = & n
2.V T Z Rl
k=0 %—=0
(Q2) Endéduire queVn > 1,
n—1
(_1)k /1 tn
In(2) = +(-1" —dt
@) ];] k+1 (=1 o 1+t
On integre et en utilisant la linéarité de l'intégrale, ona
1 1 ¢n
fo 1+t dt =350 ( fo thdt + (—-1)" 0 1tTrt dt
n—1 X 1 n
& |In(2) = 1 " / dt
@) =SV g 0 [
k=0
+oo
-1 n+1
(Q 3) Montrer que In(2) = Z L
n=1 n
On étudie :
1 4n
‘(_l)n 0 1t_+t dt‘ < par inégalité triangulaire f 1+t
1 t”
< par croissance de l’intégrale f 1+0
1
S n+1

Ainsi, par le théoreme de l'encadrement, 0. Par conséquent,

1 tn
lim (—1)”/ dit =
n——+oo o 1+t

la suite < Z;g(—l)k%> Lo Converge vers In(2). Par le théoréme des suites extraites,
n 1 "=
lim -1)F —— =In(2
1 o = 1nd)

Année 2022-2023

Qu

Q2

1/7

Soit f : t — % — In(1 + t) + In(t) définie sur [1;+oo[. Dresser le tableau de variations de f sans

oublier les limites aux bords de l'intervalle.

Cette fonction f est dérivable sur [1; +oo[ par opérations élémentaires de fonctions qui le sont.
De plus, Vt > 1,

-1 1 1
O = -t
[t —t2 2t +1] -1
t2(t+1) - 2(t+1)
De plus, f(1) =1 —In(2) et
1 1
flz)==—-In(14+ -)= lim f(z)=
x x T—>+00
On obtient donc comme tableau de variations :
x 1 +o0
f'(z) -
1 —In(2)
f 0

Calculer une primitive de t — 1n(t) et en déduire qu’une primitive sur [1; +oo[ de f est
F:zw— (1 +J}) (ln(x) —In(1 +x))

Par le théoreme fondamental de 1’analyse, une primitive de In est la fonction qui a z > 1 associe
Ji In(t) dt. On pose

uit)y=1 ; wut)=t
o(t) =In(t) ; V() =3
Ces fonctions sont de classe C! sur [1; +oo et
[Pn()dt = [tln(t)]j —[ftx tdt
= zln(x)—(z—-1)
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Une primitive de In sur [1; +o0o[ est la fonction qui a x associe z In(z) — = + 1.
De plus, par linéarité,

une primitive de f est x — In(z) — ([x +1n(z+1)—[z+ 1]+ 1) + zIn(z) — z + 1, autrement
ditz — (1+z) < In(z) — In(1 + x)) + 1. Puisque les primitives d’une fonction sont égales a une

constante pres, on en déduit que z — (1 + x) ( In(z) — In(1 + x)) en est une.

(Q3) Montrer que F(z) —

r—+o00

—1-2& +0o().

Partons de
1
—(1+z)In(1+ 1)

= —(1+x)(%—2z%+o<z%>

z—+o0

= —1+<—1+%> X%-i—o(%)
1 1

zioo —1—%4-0(;)

(Q4) Montrer qu’il existe un réel M tel queVx > 1, F(z) < M.
La fonction F est une primitive de f, donc F’ = f > 0. De plus, lirf F(xz) = —1 parla question
xr—r+0o0

précédente. On obtient donc comme tableau de variations :

x 1 “+o00
F'(z) +
-1
F |-2In(2)

Ainsi,
Ve >1,F(z) < —1.
"1
(Q5) Soitvn > 1, H, = Z o Montrer que (Hy),>1 diverge.
k=1

Puisque )~ -, % est une série de Riemann avec « = 1 < 1, on sait que la série diverge et donc
que la suite des sommes partielles tend vers +oco et est donc une suite divergente.

Année 2022-2023

(Q 6) En utilisant la méthode des rectangles, que I’on illustra par un schéma, montrer que : ¥p > 2,Vq >
p:

q
F(g+1) = F(p) <> f(k) < F(q) — F(p—1)
k=p

Puisque f est une fonction décroissante, on sait que

k+1 k
[ twa<sws [ rwar
k k—1
Puis, sommons :
S AN CIED SLCED o Y
k=p k B k=p B k=p k—1
Par Chasles : .
+1 q
/ fyde< S fk) < / f(t) dt
P k=p p—1

Puisque F est une primitive de f, on en déduit
q+1 i q
F(t < k) < |F(t
[F®)’ <3 < [Fo)
=p
Finalement F'(¢ + 1) — F(p) < ZZ:p f(k) < F(q)—F(p—1).

(Q7) Ftude dela convergence de 21@1 f (k).
(@) Montrer que (22:1 f(k))

est une suite croissante.

n>1
On a B
n+1 n
SR =D fk)=f(n+1) >0
k=1 k=1

puisque f est positive.

La suite (22:1 f(k)) - est une suite croissante.
n>1

(b) En utilisant la question 4, montrer que Vn > 2
S k) < (1 - 1n(2)) + M- F(Q1)
k=1

En utilisant la question 6 avecp =2etg=n > 2,0ona:

n

D f(k) < F(n) - F(1)

k=2

2/7
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Or F(n) < M par la question 4. Et puisque f(1) =1 —In(2),ona

i f(k) <1—1In(2) + M — F(1)
k=1

ce qu’il fallait démontrer.

(c) En déduire que la série ), -, f(k) converge. On note y sa somme.

Puisque la suite (ZZ:I f (k)) . est une suite croissante et majorée, on en déduit par le
n>

théoréme des suites monotones, que la suite converge.
Par définition, la série Zkzl f(k) converge. On note v sa somme.

(d) En déduire que H, In(n+ 1) + v+ o(1).

n—-+oo

converge. Or

La série converge et sa somme est notée . Donc la suite (22:1 f(k)) .

Shof(k) = Tioi g - In(k+ 1)+ In(k)

par linéarité ZZ:I % - 22:1 <1n(k + 1) - 1n(k))

par téléscopageHn —In(n+1) 4+ In(1)

H, —In(n+1)

Ainsi H, —In(n+1) = ~+4o0(1)

n——+oo

et Hy ~poqooIn(n+ 1) + v+ o(1).

N N n
(Q 8) Enremarquant que Z flk) = Z fk) — Z f(k), montrer que :
k=1 k=1

k=n+1

Pt D) <y— SR < -1- Fn)
k=1

On reprend le résultat de la question 6 avecp =n+1>2etg=N >n.Ona

N
F(N+1)=F(n+1)< > f(k) < F(N)—F(n)
k=n+1

Puis, d’apres la remarque précédente, on en déduit que

N
F(N+1)—F(n+1) <> f(k) -
k=1

> f(k) < F(N) = F(n)
k=1

Année 2022-2023

Q9)

(Q 10)

Q11

3/7

Puis, par passage a la limite quand N tend vers +oco, et puisque

(N)=—-1,ona:

(N+1)

lim F =
N—+o0o
lim F
N—+o0
—1-F(n+1)<~y—-Yp_, f(k) <—1—F(n).
Montrer que —1 — F(n) ~p— 4 oo %
Par la question 3,
1 1
~1-F(n) —1- (1= +o(2)

n—-+4oo 2n n

1

~
n—+oo 2n

= —1—F(n)

En déduire que :

-1 1
H, ln(n+1)+7+%+o(7)

n—-+oo n

On a, d’apres la question précédente :

1 1

~i=FlntD) n—too 2(n + 1) n—too 20

Par le théoréme de l’encadrement,

fk)

1

-

~ -—.
y n—+oo 2n

= 1
Ainsi,

1 1
v — (Hn —In(n + 1)) = —+o(-)
n—-+oo 2n n
Finalement, H, =p oo In(n + 1) + v — % + o(%).

- 1
Smtg.er.

(Q a) Donner le domaine de définition de g. On le note Dg.
Le domaine de définition est R — {0; —1; —1/2}.

(Qb) FEtudier la convergence de la série de terme général (9(n))n>1-
Ona:

9(n) ~n—too ﬁ

D1 % converge en tant que série de Riemann avec « = 3 > 1. Les suites sont a termes positifs.

Par le théoréeme de comparaison, ), -, g(n) converge.

(Q ) Trouvez (a,b,c) € R3 tels que Vx € Dy, g(x) = T+ z—_l;_l + 5
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e Poura: (Qf) En utilisant le résultat de la question 7d, montrer que
q q
1 izg bx cx
=+ + +oo
(+D@Re+1)  F =z+1 22+1 1n(2):1(3—z 1 )
Puis, on fait tendre x vers O etona 1l = a. 4 = n(n+1)2n+1)
e Pourbd: .1s
1 - a(z +1) - c(z +1) En utilisant 7d, on a
2@t . @ 2w 1 Sicr wrmeen = 3+4(In0+ 1)+ f +o(1) = In2n+2) = f +o(1)) + A5
Puis, on fait tendre z vers —1 etonab = 1.
e Pourc: Orln(n+1)—In(2n+2) =In (2';111 > Or 27;;1 ~p—s4oo % Ainsi, par continuité de In et par
n Ca@a+1) | b4 1) caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que: nEToo In(n+1) — In(2n + 2) =
2+ 1) = o+ 1 — In(2). Finalement,
Puis, on fait tendre x vers —1/2 etonac = —4. lim 1 (3 _ i 1 ) = In(2)
) 4 n——+oo 4 k(k + 1)(2k + 1)
Finalement g(n) = 1 + n—_‘_l a1 k=1
Et ainsi,
(Q d) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n : oo
1
. 1 w@ =363 o)
Z — Hopsr — = Hy,. 4 = )(2n +1)
2k 41 " 27"

k=0

Partons de
2n+1

H2n+1 - _Hn = Z Z 2%k

2n+1 1 _ n 1 . . . . P .
Or) ™ =30 0 5T T k=1 ﬁ, puisqu’un entier est soit pair, soit impair.

Fmalement Zk 0 31 = Hont1 — 3 Hy.

(Qe) Montrer que

n

1
> g(k) =3+4H, —4Hany1 + ——
k=1 +1

On utilise la décomposition en éléments simples précédentes :

n n
1 1 4

)IPCES SESEEES

= kT k+1l 2kl
Or 22:1 % = Hp et EZ:l ﬁ =par glissement d’indice Zié % = H, + n+1

1 1 1

2kt 2R1 = k=0 2k41 — 1 = Hang1 — g Hn — L
Finalement, >7_, g(k) = H, + Hn + n%rl —-1- 4(H2n+1 — %Hn — l) =
4(Hn - H2n+1).

Année 2022-2023

EXERCICE D’ALGEBRE LINEAIRE

1 Y1
1. Notons : X = |z2| etY = |y2 |. Alors: X7 = (y1 Y2 y3) donc par calcul matriciel :
T3 Y3

XTY = z1y1 + zoy2 + 3y3 =< X, Y >.

. Soit A € Sp(R) et f 'endomorphisme canoniquement associé. Alors : f(X) = AX et donc:

< f(X),Y >= (AX)TY = XTATY. Comme A est symétrique AT = A. On en déduit alors :
< f(X),Y >= XTAY. Parailleurs : XTAY = XT f(Y) donc: XTAY =< X, f(Y) > toujours
d’apres la premiére question. Au final, cela prouve que : < f(X),Y >=< X, f(Y) > quels que
soient X et Y. Par définition, cela prouve que f est symétrique.

. On écrit X = z1e1 + x2e2 + x3e3 la décomposition du vecteur X dans la base orthonormée 5.

Alors: < X,e1 >=< x1e1 + z2es + x3e3,e1 >= x1 < e1,e1 > +x2 < eg,e1 > +x3 < es,e1 >
par propriété de bilinéarité. Or B est orthonormale donc : < ej,e1 >= 1, < ej,ea >= 0O et
< e1,e3 >= 0. Par conséquent : 21 =< X,e; >. De la méme facon nous obtenons zo =<

x]
X,ez > etxzz3 =< X,e3 >. Puisque par notation : Maty = | x2 | nous avons bien au final :
T3
< X,e1 >
Matp = | < X, ez >
< X,e3 >
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. Par définition de A, Vi € [1; 3], f(e;) = a1,se1 + a2 ie2 + a3 ;e3, avec B = (e1, e2, e3). Or d’apres
la question précédente, puisque B est orthonormale : a;1 =< f(e;),e1 >, a;2 =< f(e;),e2 > et

ai,3 =< f(ei),e3 >. Par conséquent, quels que soient i et j :‘ aj; =< f(ei), e; > ‘ce qu’il fallait

démontrer.

On en déduita; ; =< f(e; >,e; >.Or f est un endomorphisme symétrique par hypothése. Ainsi,
< flej >,e5 >=< e],f(el) >. On constate alors que : < e, f(e;) >=< f(e;),e; >= aj,;. Nous

avons donc i |quels que soient i et j ce qui prouve que| A € S3(R).

. Par propriété du degré on constate que si P € Ry[X], alors : De plus, si

(P,Q) € R[IX]2 et (\,u) € R? alors : (AP + pQ) = (1 — X2)(/\P + ,uQ)’ - 3X/\P + uQ)’. Or
par propriété de la dérivation : (AP + uQ)” = AP” + puQ” et (AP 4+ pQ)’ = AP’ + p@Q’. On

en déduit:| p(AP + pQ) | = M(1— X2)P" —3X P )+ u((1- X2)Q" —3XQ" = | Ap(P) + pnp(Q).
Les deux points précédents étant vérifiés, on en déduit que | ¢ € L(R2[X]).

. Soient (a,b,c) € R? tel que: aPy + bPy + cP2 = Og,[x]. Alors: ¢ + bv/2X +2(a — ¢) X2 = Op,[x]-
Par identification, on en déduit: c = 0,b = 02(a —¢) = 0 donca = b = ¢ = 0. La famille est

donc libre. Elle est de plus de taille maximale car constituée de 3 éléments ce qui correspond a la
dimension de R2[X]. Par propriété il s’agit donc d’une base de R2[X].

0o 0 1
P=(0 v2 o0 ].
2 0 -2
0o 0 2

. Notons B la matrice de ¢ dans la base canonique. Par calcul : B = (0 -3 0 ) . Donc d’apres
0 o0 -8

Nous avons

les formules de changement de base :

-4 0 4
A=PlaP=(0 -3 o0
4 0 -4

. @ Soit P = a+bX + cX? Alors: P € Ker(p) & (1 — X2)P" — 3XP' = Og,[x] & —8cX? —
3bX + 2c = Og,[x]. Nous avons donc b = ¢ = 0 ce qui ameéne P constant. On en déduit :

par calcul matriciel. On constate en effet que A € S3(R).

Ker(p) = Vect(1). ‘La famille constituée du polynome 1 est donc une base et ’espace vectoriel

est de dimension 1.

e Soit P = a+ bX + cX2 Alors: P € Ker(¢ + 3id) < ¢(P) 4+ 3P = Og,x] < ((1 - X*)P" —
3XP' + 3P = O, x] < —5¢X2 +2c+ 3a = Or,[x]- Nous avons donc a = ¢ = 0 ce qui amene

10.
11.
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. Notons B’

P = bX avec b quelconque. On en déduit : ‘ Ker(¢ + 3id) = Vect(X). ‘ La famille constituée du

polynéme X est donc une base et I’espace vectoriel est de dimension 1.
e Soit P = a+ bX + cX2. Alors : P € Ker(p + 8id) & o(P) + 8P = Og,x] & ((1 — X?)P" —
3XP' +8P = Or,[x] € 150X + 2c + 8a = Og,[x]- Nous avons donc ¢ = —4a ce qui améne
Ker(p + 8id) = Vect(1 — 4X?). | La famille
constituée du polyndme 1 — 4X? est donc une base et ’espace vectoriel est de dimension 1.

= (1,X,1—4X?). Alors : B’ est de degrés échelonnés donc est libre. Elle est de plus de
taille maximale donc est une base de R2[X]. De plus: ¢(1) = 0 car 1 € Ker(p), p(X) = —3X car
X € Ker(p + 3id) et (1 — 4X?) = —8(1 — 4X?) car 1 — 4X? € Ker(p + 8id). Par conséquent :

0o 0 0
Matg(p)=({0 -3 0 |.
0o 0 =8

Par calcul matriciel élémentaire A2 — a A + BIs = 0z aveca = a + cet 8 = ac — b2.

(a) On suppose 3 = 0. Alors, par ’absurde, si @ = 0 cela donne: a = —c et —(c? + b?) = 0. Une
somme de carrés étant toujours positive cela entrainec = b = 0. Ora = —cdon a = 0. On en
déduit que A = 02 ce qui est contraire a I’hypothese.

P = a(1—4X?) avec a quelconque. On en déduit :‘

(b) Dans cette question : A2 — oA = 02 puisque 3 = 0.

1
e Soit X € Ker(A —alz). Alors: AX = aX donc: X = AY avecY = —X ce qui prouve que
«
X € Im(A).

e Soit X € Im(A—alz).Alors: X =
ce qui prouve que X € Ker(A).

A—alb)Y = AY —aY donc: AX = (A2 —aA)Y = Ope
R

(c) Par double inclusion :
o {Og2} C Ker(A)NKer(A — alz) est évident car un sous-espace vectoriel admet toujours le
vecteur nul comme élément.

o Ker(A)NKer(A — alz) C {Op2}. Soit X € Ker(A) NKer(A — alz). Alors: AX = Oz et
AX = aX. Ainsi: X = Op2. Puisque o # 0 d’apreés précédemment.

(d) D’apres ()| Ker(A) NKer(A — alz) = {Og2}.

De plus d’apres (a) : dim(Ker(A)) + dim(Ker(A — alz) < dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).
Or d’apres le théoréeme du rang : dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = dim(Ker(A4)) + rg(4) =

dim(R?) = 2. Ainsi : dim(Ker(A)) + dim(Ker(A4 — al2)) < 2.

De méme toujours d’aprés (a) : dim(Ker(A)) + dim(Ker(A — alz) > dim(Ker(A — al2))
dim(Im(A — al2)). Or d’apres le théoréme du rang : dim(Ker(A — al2)) +dim(Im(A — alz))

+
dim(Ker(A—als))+rg(A—alz) = dim(R?) = 2. Ainsi: dim(Ker(A))+dim(Ker(A—alz2)) > 2
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Les deux inégalités étant prouvées, on en déduit que : | 13. sin(6)Ti(cos(8)) = 2sin() cos() = sin(26).
dim(Ker(A)) + dim(Ker(A — al2)) = 2.

Par délinéarisation de sin(30) on obtient : sin(30) = 3cos?(f)sin(h) — sin3(9) = 3(1 —
Les deux points précédents étant vérifiés, par caractérisation des supplementaires en dimen- sin®(0)) sin(¢) — sin®(0) = 3sin(0) — 4sin®(6). Or : sin(f)Tz(cos(¥)) = 4sin(9)cos*(9) —

‘ sin(f) = 4sin(0)(1 — sin?(9)) — sin(d) = 3sin(d) — 4sin®(d). Nous avons donc bien :

sion finie on en déduit: | Ker(A) @ Ker(A — alz) = ‘ sin(0) T (cos(0)) = sin(30) ‘

(e) Par supplémentarité si 3, est une base de Ker(A) et B2 est une base de Ker(A — al2) on ob- - - - ) ) )
tient alors une base de R2. Par ailleurs dim(Ker(A)) < 2. Ainsi 131 est constituée soit d’aucun | 14- sin(46) = sin(2 x 260) = 2sin(20) cos(26) = 4sin(f) cos(6)(2 cos*(0) — 1) = sin(0)T3(cos(0)) avec

élément, soit d’un élément. ‘ T =4X(2X2 — 1) = 8X3 — 4X. ‘
. S, - (o O -
e Si B; est constituée d’aucun élément cela donne : (0 a) car AX = aX pour les deux On calcule o(T3) + 15T = (1 — X2)48X — 3X (24X 2 — 4) + 120X3 — 60X = Op, [x] ce qui prouve
éléments de Bo. que‘ T3 € Ker(p + 15id). ‘

e Si 3; est constituée d'un élément cela donne : (8 2) car AX = aX pourl’élément de 3>

15. Le calcul de dérivée d )| () = | = 3tvVT —2P'(t) + (1 — t2)3/2P"(t) = | V1 — t2(P).
et AX = Op2 pour I'élément de 5. e calcul de dérivée donne::| f(t) (t) +( ) ®) @(P)

Nous constatons qu’a chaque fois la matrice obtenue est diagonale. 16. La question précédente nous permet de constater que : (¢(P)|Q) = / ' (t)Q(t) dt. Par intégra-
12. On suppose § 7 0. tion par parties :
(@) Parcalcul o — 43 = (a — ¢)? + 4b%. Ainsi a? — 482 > 0. 1
/ F OO dt = [FH)Q) / F(H)Q'(t) dt. Comme f(1) = f(—1) = 0 on en déduit:

Une somme de carrés est nulle si et seulement si chaque terme est nul donc: a? — 43 = 0 <

a = cetb = 0. Ceci donne alors A = aal> qui est une matrice diagonale, ce qui répond a la / Q@) / f@) —1,(1=t*)3/2P'(t)Q' (t) dt. Au final nous en déduisons :

problématique.

4A% — 4o A+ o1
(b) Par calcul matriciel B2 = 20—4;2062. Or4A? — 4aA = —4p1> donc: (p(P)Q) = / (1= 2)32P'(1)Q’ () dt.
a® — -1
2 _ s ) N A s rz . . .
B2 — (a? —4B8)13 — I». |On en déduit g o g = id et g étant linéaire nous en déduisons que g Par ailleurs, partant de (P, @(Q)‘ et en procédant a la méme intégration par parties, mais avec f(t) =
a2 — 4B1, = (1 — t2)3/2Q’(t), nous en déduisons également :
est une symétrie. 1 93/
/ /

(c) Ses élements caractéristiques sont donc Ker(g — id) et Ker(g + id). Ces derniers étant supplé- (Ple(Q)) = — /_1(1 —)*2P' ()Q' (1) dt,

mentaires par propriété on en déduit une base B’ pour laquelle : | Matg/ (g) = (601 502> , ce qui prouve au final que ;‘ (p(P)|Q) = (Ple(Q)).

avece; € {—1; 1}, e2 € {—1; 1}, puisque g(e1) = e1 sie1 € Ker(g — id) et g(ea) = —easi | 17. cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) et cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a)sin(b) d’ou
e2 € Ker(g + id).

sin(a) sin(b) = —%(cos(a +b) — cos(a — b)).

On constate bien que cette matrice est diagonale.

1
(d) Puisque f = %1 /a® — 4Bg+ $id on en déduit:| Matg (f) |= /a2 — 4BMatp (g)+ 2 L[y = Nous avons (T |Tm) = /_1 T ()T (t)\V/1 — t2 dt. Posons alors : t = cos(6). La fonction : § —

cos(f) est bien de classe C! et la fontion a l'intérieure de l'intégrale est bien continue donc le
gL /a2 —484+ & . s
2 2 qui est bien diagonale. changement de variable est licite. Nous avons de plus t = —1 pour§ = wmett = 1 pour§ = 0 et
0 2./a?2 -4+ & : 4
2 2 dt = — sin(0) db. Par conséquent :
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0
(Tn|Tm) = —/ T (cos(0))Tr (cos(0))4/ 1 — cos?(0) sin(0) db.

Or Vo € [0, 7], /1 — cos?(0) = |sin(#)| = sin(0) car sin est positive sur [0, 7]. On en déduit :

D
(Tn|Tm) = / (sin(0)Tm (cos(0)))(sin(8)Trn (cos(0))) db.

0
Par ailleurs, par défintion des polynémes 7', et T7, cela donne :

(To|Tim) = /m sin((m + 1)0) sin((n + 1)0) 6 = _% /Opicos((m n+2)0) + % /Opicos((m _
n)0) do.

P

On constate que : / icos((m + n + 2)0) = {
0

Vk € Z,sin(kw) = 0. Nous avons donc :

P
msin((m+n+2)9)]oi = 0 car

(Tanm) == % ‘/Op icos((m - n)G) de.

On distingue alors deux cas :
sin((m — n))] = 0 pour les
0

D
e m # n.Alors:m —n # Odonc:/ icos((m —n)f) = [
o _
mémes raisons que précédemment.
p 1 [P
e m = n. Alors: cos((m — n)d) = 1 donc: % / icos((m —n)f)do = 5/ ildt = g
0 0

Au final :

(To|Tm) =0sim#n (Tn|Th) = g

* % *
FIN

* Kk
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