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TD 29
( Variables aléatoires sur un univers fini

Lois de probabilités, espérances, variances

Exercice 1 : Soit X une variable aléatoire discrete ne pouvant prendre que les valeurs 3, 4, 5 et 6. Détermi-

nezlaloi de X sachant que:P(X <5) =1, P(X >5) =3, P(X <3)=P(X =4).

Exercice 2 : On lance un dé et on note X le numéro obtenu. Déterminer les loisde Y = (X —3)? et Z = +.

Exercice 3 : Une urne contient sept boules : une rouge, deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au
hasard une boule. Si elle est rouge, il gagne 10 euros, si elle est jaune, il perd 5 euros, si elle est verte, il tire
une deuxieme boule de l'urne sans avoir replacé la premiere boule tirée. Si cette deuxiéme boule est rouge,
il gagne 8 euros sinon il perd 4 euros.

(Q1) Construire un arbre pondéré représentant I'ensemble des éventualités de ce jeu.

(Q2) Soit X la variable aléatoire associant a chaque tirage le gain algébrique du joueur (une perte est
comptée négativement). Etablir la loi de probabilité de la variable X et calculer E(X).

(Q3) Les conditions de jeu restent identiques. Indiquer le montant du gain algébrique qu’il faut attribuer
a unjoueur lorsque la boule tirée au deuxieme tirage est rouge, pour que l'espérance de X soit nulle.

Exercice 4 : Le jeu américain « Chuck a luck »est le suivant : on mise 1$ sur un nombre de 1 a 6 puis on
lance simultanément trois dés.

— Si le nombre sur lequel on a misé sort trois fois, on récupere la mise ainsi que 10$.

— Si le nombre sort deux fois, on récupere la mise ainsi que 23.

— Si le nombre sort une fois, on récupere la mise ainsi que 1.

— Sinon on perd sa mise.

Quel gain peut-on espérer lors d'une partie ?

Exercice 5 : Ben établit un programme pour ses vacances scolaires. Il aimerait pratiquer 1’anglais tous les
jours. Le premier jour, jour 1, il écoute une émission sur la BBC. Puis,

1. sile jour 7 il a écouté une émission, alors le jour suivant il fait de la grammaire avec une probabilité
de 1/2 (sinon il écoute une émission),

2. sinon, il écoute une émission avec probabilité 2/3
Soit X; la variable aléatoire (de Bernoulli) valant 1 si Ben fait de la grammaire le jour i et p; = P(X; = 1).
(Q1) Etablir une relation de récurrence entre p; 1 et p;.
(Q2) En déduire p;.

(Q3) Calculer E(X), avec X le nombre de jour ott Ben fait de la grammaire pendant les 60 jours de va-
cances.

Exercice 6 : [corrigé]  Une puce se déplace sur 1’axe des abscisses en partant de 1’origine. A chaque
seconde, elle saute d"une unité vers la droite avec la probabilité p ou vers la gauche avec la probabilité 1 —p.
Soit Y,, le nombre de sauts vers la droite effectués apres n secondes et X,, la position de la puce apres n
secondes.

(Q1) Exprimer laloide Y.

(Q 2) Donner une relation entre X, et Y,,. En déduire la loi de X, et son espérance.
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(Q3) Pour quelle valeur de p la variable X, est-elle centrée?

Exercice 7 : On considére n boules numérotées de 1 a n que 1’on tire dans une urne.
Dans cette question, on fait un tirage avec remise. On note X le rang auquel on obtient pour la premiere
fois une boule déja obtenue précédemment.
(Q1) Montrer que P(X >i|X >i—1) = n_(;_l).
k
(Q2) Montrer que P(X > k) = H]P’(X > il X >i—1).
=2
(Q3) En déduire que P(X > k) = Zl—lé.
(Q4) Montrer que P(X = k) =P(X >k —1) —P(X > k).
(Q5) En déduirelaloide X .

Exercice 8 : [corrige]l  40% des individus d'une population possede un caractere génétique C. On
teste un échantillon de 300 personnes prises dans cette population. On note X le nombre de personnes

possédant le caractere génétique C et I' = 300 leur fréquence.
(Q1) Donner I'espérance et la variance des variables aléatoires X et F.
(Q2) A l'aide de Bienaymé-Tchebychev, proposer une estimation de P(|F' — 0,4] > 0,1).

(Q 3) Peut-on dire avec 90% de certitude que la fréquence d’apparition du caractere C' dans 1’échantillon
sera comprise entre 30% et 50% ?

Lois conjointes et indépendance

Exercice 9 : La distribution conjointe de X etde Y est:

Y/ X| -1 0 1
-1 .01 .07 ] .01
0 0 |12 3
1 035]|.04| 0

(Q1) Quelles sont les lois de X et de Y7 Calculer E(X), E(Y), V(X), V(Y).
(Q2) X etY sont elles indépendantes?
(Q3) Quelle estlaloide [[ = XY? Calculer E(]]).

Exercice 10 : [corrigé]  Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n, avec n > 2. On tire successive-
ment et sans remise deux jetons de cette urne. On note X et Y les variables aléatoires égales aux numéros
respectifs du premier et du deuxiéme jeton.

(Q 1) Déterminer la loi conjointe du couple (X;Y).

(Q2) En utilisant un systéme complet d’événements, en déduire les lois de X et de Y. Donner leurs espé-
rances et leurs variances.

(Q3) Calculer E(XY).
(Q4) Endéduire V(X +Y).

Exercice 11 : [corrigé]  On a n boites numérotées de 1 a n. La boite k contient £ boules numérotées
de 1 a k. On choisit au hasard une boite puis une boule dans la boite Soit X le numéro de la boite et Y le
numéro de la boule.
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(Q1) Déterminer la loi du couple (X,Y).

(Q2) Déterminer la loi de Y et son espérance.

(Q3) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
(Q4) Calculer P(X =Y).

Exercice 12 : [corrigé]  On jette n dés de couleurs différentes (n > 1), et on note X et Y les variables
aléatoires égales aux nombres de 1 et de 6 obtenus.

(Q1) Déterminer les lois suivies par X et Y, leurs espérances et leurs variances.

(Q2) Donner la loi conjointe du couple (X;Y).
X etY sont-elles indépendantes?

(Q3) Quelle estlaloisuiviepar Z =n—- X —-Y?
(Q4) Montrer que:
V(Z)=V(X)+V(Y) + 2<E(XY) ~ E(X) x E(Y)).

(Q5) En déduire la valeur de E(XY).

Exercice 13 : [corrigé]  On suppose que le nombre de colis fragiles expédiés chaque jour par une
entreprise suit une loi uniforme /(4). Ces colis sont expédiés indépendemment les uns des autres. La
probabilité qu'un colis soit détérioré est de 3. On s’intéresse aux colis expédiés un jours donné : on note N
le nombre de colis expédiés, X celui des colis détériorés et Y le nombre de colis arrivés en bon état.

1. Calculer P(y_,)(X = k) pour les différentes valeurs possibles de n et k.
2. Donner la loi de (X, N) et celle de X.
3. Déterminer E(Y).

Exercice 14 : Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes prenant chacune les valeurs {—1,1}
avec probabilité 1/2 et Z = XY. Montrer que X, Y et Z sont 2 a 2 indépendantes mais pas indépendantes.

Exercice 15 : [corrigé]  On lance n fois une pieéce de monnaie avec laquelle la probabilité d’obtenir
pile est p €]0, 1[; puis on la relance autant de fois que 1’'on a obtenu de pile. Soit X le nombre de pile obtenu
au cours de la premiére série de lancers. Soit Y le nombre de pile obtenu au cours de la deuxieme série de
lancers.

(Q1) Déterminer la loi de X.

(Q2) Calculer P(Y = j|X = i) oli et j sont des entiers positifs inférieurs ou égaux a n avec ¢ > j.
n .

(Q3) En déduire que : ]P’(Y = ]) = p2j(1 — p)”*j Z <n> <TL B '?)pij, (on utilisera la relation (;) (?) =
— \J =17
i=j

(") (’?’J ).

g/ \i=j

(Q4) En déduire que Y suit une loi binomiale dont on précisera les parametres, (on utilisera la relation
n—j .
n — s

> ( . J>pk = (1+p)"7).

k=0

(Q5) Calculer E(X +7Y).




Indications et solutions du TD 29 Mathématiques PTSI

Pour aller plus loin

Exercice 16 : [corrigé]  Soit X une variable aléatoire telle que X (£2) est une partie finie de N. On
définit la fonction génératrice de X par

VeeR  Gx(x)= Y 2"P(X =k).
kEX(Q)

Que valent Gx (1) et G’y (1)?
Simplifier G'x si X suit une loi B(n;p) et vérifier les résultats de la question précédente.

Exprimer V(X)) en fonction de G x et de ses dérivées.

L N

Démontrer que si X et Y sont deux variables aléatoires telles que Gx = Gy alors elles suivent la
méme loi.

5. Démontrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme univers,
alors GX+Y = G)(Gy.

Exercice 17 : Soit N € N* fixé. On effectue N lancers d'un dé équilibré. Soit n est le nombre de six obtenus.
On lance n fois une piece dont la probabilité d’apparition de pile est égale a p € [0;1]. On pourra noter
g = 1 — p. On définit trois variables aléatoires X, Y, Z par : Z est le nombre de six obtenus aux lancers
du dé, X est le nombre de piles obtenus aux lancers de la piéce, et Y est le nombre de faces obtenus aux
lancers de la piece.

(Q1) Quelleestlaloide Z?
(Q2) Donner pour tout n € Nlaloi de X sachant Z = n.
(Q3) En déduire la loi conjointe du couple (X; Z).

(Q4) Calculer la loi de X. Démontrer que c’est une loi usuelle et en donner les parameétres. Quelle est la
loideY?

(Q5) Calculer les variances de X, Y et Z, et en déduire que X et Y ne sont pas indépendantes.
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k'. Alors
_ Card({k; k'}) 1

n(n —1) nn—1)"

P((X = k)NY = k)
ﬁ Indications
(Q2) Onsait que (X =1),---,(X = n)) forme un sys-
téme complet d’évenements. Par la formule des pro-
babilités totales,

Correction de 1’exercice 6 :

n k=n
1
P(Y=k)= > P(X=K)N(Y =k)= > n D) (
k'=1 k/'=1,k'#k
1. Une experience con51ste\a ?ffeCh}er un\saut 4 d1,ro1\te, Ainsi, Y suit une loi uniforme de parametre n. Par
la probabilité de ce succes étant égale a p. On répete ropriété. son espérance est éoale 4 2L ef sa va-
n fois cette expérience dans des conditions d’indé- P P 2 P . & 2
pendances. Y;, compte le nombre de succes. Ainsi, rance “g5—- Il en ,e/st\de méme de X avec comme
Y,, suit une loi binomiale de parametres (n, p). systeme complet d’évenements ((Y" = 1),---, (Y =
2. Xp=1xYn+(=1) x (n— Yy) = 2Y, — n. Ainsi, n)-
X, prend pour valeurs {2k —n/k € {0;---;n}}. De Q3)
plus, P(X,, = 2k —n) = P(Y, = k) = (})p"(1 - n k=n , ,
E(XY) = P P((X = Y =
p)™ . Son espérance est donc égale a E(2Y;, —n) = (XY) fol ket (kk , ((1 k)N k)
2E(Yy) — n = 2np — n par linéarité. = D=1 2k k#k (kk m)
3. X, estcentrée par définition si et seulementsi E(X,) = = ﬁ D i Zﬁlsz/#k (kK")
— n k'=n
0&p=1/2. - @Zkzl (== kk’)/—kxk 2
my (ki k) (i ¥) = (ki 7))
Correction de 1’exercice 8 : _ 1 (n(n+1) )2 . n(n+1)(2n+1)>
n(n—1) 2 6
_ 1 (n(n+l)2 . (n+l)(2n+1))
(Q1) Donner I’'espérance et la variance des variables aléa- - n—1 4 6
toires X et F. X suit une loi binomiale de parameétres . o
(300, 0.4). Par propriété, E(X) = 0.4 % 300 = 120 et (Q4) Utilisons la définition.
sa variance : V(X) = 0.4 x 0.6 x 300 = 72. Par li-
néarité de l’esp(éra)nce E(F) = BEX) — g4 et par Vx+Y) = E(((X - ]E(X)g U ]E(Y)))Q) 2
o o 300 = E((X-E(X))°’)+E (Y —E(Y))*) 4+ 2E((X
propriété, V(F) = 555 = 8 x 107" = V(X)+V(Y)+2(EXY — XE(Y) — YE(X)
(Q2) Linégalité de Bienaymé-Tchebychev est, pour a > = VX)+V(Y)+2(EXY)-EX)E(Y))
0/
V(Y et on remplace par les données obtenues précédem-
B(lY —E(Y)] 2 0) < ~52 ment
Or
V(F) Correction de I'exercice 11 :
P(|F-0,4]| =2 0,1) = P(|F-E(F)| 2 0,1) < 012 < 0.08

(Q1) Les valeurs prises par (X,Y) sont (k, k') avec 1 <

(Q3) On veut K <k<n.

P(0.3 < F < 0.5) = P(—0.1 < F—0.4 < 0.1) = P(|[F—0.4

en utilisant les propriétés de la valeur absolue. Ainsi,

(Q2) On sait que ((X = 1),---,(X = n)) forme un sys-
teme complet d’évenements. Par la formule des pro-
babilités totales :

P(0.3 < F < 0.5) > 1-0.08 < P(0.3 < F < 0.5) > 0.92

Ainsi, la probabilité que la fréquence du caractere C

dans l'échantillon sera comprise entre 30% et 50% PY =F) = Y. P(Y=FK)N(X=k))
est supérieure ou égale a 92%. Avec 90% de certi- = S P(Y =K)(X =k)P(X =k)
tude que la fréquence d’apparition du caractere C = ’;zz, =
dans 1’échantillon sera comprise entre 30% et 50% ?
Par définition,

Correction de I'exercice 10 : EY) = Y. _ KPY =Fk)
= a0 (T )
n k=n k'’
XD h—1 ( k=K' %)
n k k'
% Zkz:l Zk’:l (?)

par propriété des sommes triangulaires. Pourquoi

(Q1) Untirage estune 2 liste d’éléments distincts de {1;- - - ;n}. =
Donc l'univers des possibles est 1’ensemble des 2
listes d’éléments distincts. Il en existe donc n(n—1).
Tous ces tirages sont équiprobables. On utilise donc
la probabilité uniforme. Soitalors k, k" € {1;---;n}, k #

3= 3=
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permuter ?On était bloqué au niveau du calcul. =E(XY)-EX)E(Y)-E(X)E(Y)+E(X)E(Y) =E(XY)-E(X)
EY) = Lx (22:1 1 k(k ;_1)) par linéarité encore une fois. Ainsi,
= lxso # V(Z2)=V(X)+V(Y)+2(EXY) - EX)E(Y))
S W) ()

(Q5) Finalement,

_ B
’ 5 5 nn
n n
(Q3) Par exemple; P((Y = n—1)N (X = n)) = 5 et )= 36 i 36 w2 (E(XY) B EE)
PY =n—1)P(X =n) = [—— + %] x 1. Par .
(n—1)n n n ’ _ nXx4x2
définition, les variables aléatoires ne sont pas indé- Sieleniiepnt V() oxs - Alnsi,
pendantes.
n(n — 1)
(Q4) On sait que (X = 1),---,(X = n)) forme un E(XY) = ~ 35
systeme complet d’événements. Par la formule des
probabilités totales :
Correction de I'exercice 13 :
PX=Y) = X P(X=Y)n(X=k))
= T P(Y=kN(X =k
. %’ffl L( ( )n( ) 1. Calculer P(y—,)(X = k) pour les différentes va-
— k=1 nk

leurs possibles de n et k. Pour commencer, n peut
étre égalea 1, 2, 3 ou 4. L'expérience consiste a rece-
Correction de l'exercice 12 : voir un colis, avec comme succes "il est détérioré",
et la probabilité de ce dernier est 1/2. On la répete
n fois ici dans des conditions d’indépendances. X

(Q1) Une expérience consiste a lancer un dé et le succes N e
compte le nombre de succes obtenus. Ainsi,

consiste a obtenir le chiffre 1 (resp. le chiffre 6). La
probabilité de ce succes étant égale a 1/6 (dans les
deux cas). On répete n fois cette expérience dans des Vk € {0;-;n}, Pyen)(X = k) = (n) (1/2)k ><(1—1/2)n7k -
conditions d’indépendances. X (resp. Y) compte le k

nombre de succes. Ainsi, X suit une loi binomiale de

parametres (n,1/6), ainsi que la variable aléatoire 2. S'Oit doncn € {1;---;4}, k € {0;- - -;n}. Par défini-
Y. tion
(Q2) Le couple (X;Y) prend ses valeurs dans {(k, k') € 1 (n
{0;--- ;pn}Z, k+ k’pS n}. L'univers des possibles est P(X = BN = n)) = Pv=m) (X = KBV =n) = 7 (k’) .
I'ensemble des n listes de {1;---;6}. Son cardinal
est 6". Tous les tirages sont équiprobables et on uti- Soit k € {0;---;4}. La famille (N = 1)--- , (N =
lise comme la probabilité uniforme. Soit (k, k') deux 4)) forme un systeme complet d’éveénements. Ainsi,
entiers de I’ensemble précédent. On cherche donc par la formule des probabilités totales,

a dénombrer les tirages avec k chiffres 1, k' chiffre

6. Pour placer les 1, on a (}) possibilités, puis les 4 4y

6, ("*). Enfin, il y a 4" *~* choix pour les autres P(X =k) =) P(X =kN(N =n)) = Z 1% ( ) 1/2)"

cases de la n liste. Ainsi, n=1 n==k

my (k) an R 3. Ilestimmédiat que Y = N — X. Par linéarité,
B(X = k) (¥ = k) = B ()4 G)n . E
E(Y) =E(N) — E(X).

Par exemple, P((X =n)N (Y =n)) =0#P((X = o

n) x P((Y = n)). Les variables ne sont donc pas Donc E(N) = 5/2 et par définition

indépendantes. 4 4 4
(Q3) Lavariable aléatoire Z compte le nombre de tirages E(X) = Z kP(X =k) = Z (k X Z 7 X ( > (1/2)" > Z

sans chiffre 1 et chiffre 6, donc que des chiffres 2, 3, 4, 5. k=0 k=0 n= k n=

Par conséquent, Z suit une loi binomiale de para- Or

metres (n,4/6). n n

= 1=n.
Q4) kzzok & n x n
V(Z) = E(n-X-Y)—(E(n—X — Y)))2) En effet, on sait que si A ~ B(n, 1), alors E(A) =
= E((X —E(X))+ (Y —EY)))?) Shok(M1F1—1)"F =nx1.
Ainsi

par linéarité de I'espérance. Poursuivons :

V(Z) = E((X-E(X))?) +E(Y —E(Y))?) + 2E = (4 - zn) =[13/32]

n=1

E(X —E(X)) x (Y —E(Y))) = E(XY—-XE(Y)—-YE(JQdrtdia(de 1'exercice 15 :
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(Q1) Une expérience consiste a lancer une piece de mon-
naies, avec p pour probabilité de succes. Onla répete
n fois dans des conditions d’indépendance. Par pro-
priété, X ~ B(n,p).

(Q2) De méme, on répete i fois le lancer de la piece dans
des conditions d'indépendance. La probabilité d'un
succes est p et Y compte le nombre de succes. Ainsi,

P(Y = j/X =) = (;>pj<1 — )i

(Q3) On utilise encore une fois (X = 0),---,(X = n))
comme systeme complet d’événements. Par la for-
mule des probabilités totales

BY=j) = T ,BY=j/X=0P(X=i)
= (Ora-p = (pa-pm)
= Z?:j ?)(z‘—j)pjﬂ(l_p)ni])
()P (L —p)"~? ?J(ZL )
(P> (1 —p)" =7 Sh2s ()
(M)p¥ (1 —p)"~ J(1+p)” 5

(5)p? (1 - p*

(
(
(
1

i

)p¥ (1 —p*)"

(Q4) On sait que Y prend ses valeurs dans {0;---;n} et
que

Vj € {0;--sn}, P(Y =) = (’;)p%’(l —p*)"

Par définition, Y suit une loi binomiale de parameétres
(n,p).
(Q5) Parlinéarité, E(X +Y) = E(X)+E(Y) = np+np°.

Correction de 1’exercice 16 :

1. Gx(1) = E(1*) = E(1) = 1 puisque I'espérance
d’une constante est égale a cette constante. En déri-
vant cette somme finie de fonctions dérivables, on
obtient :

Gx(z)= > ka*'PX=k)=GX1)= > k

kEX () kEX ()

par propriété de 1’'espérance.
2. Une variable aléatoire suivant une loi B(n; p) prend
ses valeurs dans {0; - - - ;n}.

:imk n pkqn—k
k
k=0

en notant ¢ = 1 — p. Ainsi, en appliquant le binome
de Newton, on a:

Gx(z)= > k(k—1)a"?P(X =k)=Gx(1)= > k(k

keEX(Q) kEX ()
par le théoréme de transfert. Ainsi,

E(X(X-1)) = G%(1) & E(X’-X) = G%(1) & E(X?) = E(X)
Par propriété, V(X) = E(X?) — (]E(X))2 Ainsi

V(X) = (1) + G% 1) - (G (D).

. Ona

Y "P(X=k)= ) 2"P(Y=k)

kEX(Q) keEY (Q)

Or deux polynémes sont égaux si et seulement si
leurs coefficients le sont aussi. Ainsi, X (Q2) = Y (2)
etVk € X(2),P(X = k) =P(Y = k). Les variables
aléatoires ont donc la méme loi.

Gx(z)Gy(z) =

= > 3 Py =k)P(X =k)
kEX (Q) K EY(Q)
par propriété des sommes rectangulaires. Ainsi, puisque
les variables sont indépendantes, on a :

Gx(x G
- Z a:k TRR(Y = K)P(X = k)

= Z Z P TER((Y = k) N (X = k)

kEX(Q) k' €Y (Q)

= > > M TRP((Y = k') N (X = k)
kKEX (Q) K/ +hE(X+Y)(Q)

= > S HB(Y =K k)N (X =k))
k" €(X+Y)(Q) kX (Q)

= S 2 Y P+ X =K)n(X=k)
k" E(X+Y)(Q) keX ()

=
%2

Or ((X = k)rex () est un systeme complet d’éve-
nements. Par la formule de probabilités totales, on
a

> P(Y+Y =E)N(X =k)) = P(X+Y = k)
keX ()

Ainsi,

Gx(z)Gy(z) = Z

K €(X+Y)(Q)

2" P(X+Y = k") = Gx1v(2)

On a donc montré que Gx+y = GxGy.

Gx(@) =) (’;) (2p)"¢" ™" = (ap + )"

k=0

Donc, Gx (1) = (p+q)" = 1 puis G'x (z) = np(zp+
q)" ", soit G’y (1) = np. On reconnait ici I'espé-
rance d’une loi binomiale de parametres (n, p).

3. On continue de dériver G x.
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