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TD 25
( Séries numériques
LES INCONTOURNABLES
Exercice 1 : [corrigé]l  Préciser la nature des séries ci-dessous et calculer leurs sommes en cas de
convergence :
Q1) X4, Q2) 3 g Q3) Ln (24);
Exercice 2 : [corrigé]  Préciser la nature des séries ci-dessous.
n. 1 . n?+3n
Q1) > 5 Q2 Z n— (=L (Q3) Zm7 (Q4) Zln(%)
Exercice 3 : [corrigé]  Soit o > 1
1
(Q 1) Quelle est la nature de la série Z —7
n>1 n

(Q2) Soit k£ un entier naturel supérieur ou égal a 1. Montrer :

1 _ ’f+11d 1
(k+1)a_/k 2o S o

Z ka—a_lnoz Zka’

k=n+1

(Q3) En déduire :

puis :

1
Z kO‘Na—lna r

k=n-+1

Exercice 4 : [ D’APRS BANQUE PT ]
On admet :

1 47 (p!)?
% 2p)! \/E(*)

(cf. TD bonus - intégrales de Wallis pour sa justification)
n"/n

emn! *

On pose: u,, =

(Q1) Exprimer ”ZII en fonction de n.
(Q2) Donner le développement limité a 1’ordre 3 lorsque x tend vers 0 de In(1 + ).

(Q3) En déduire un équivalent de In <u”+1) lorsque n tend vers l'infini.

(Q4) La série de terme général In (%:1) est-elle convergente ?
(Q5) Que peut-on en déduire pour la convergence de (u,,)? On désignera [ sa limite.
(Q 6) Donner en fonction de [ et de n, un équivalent de n!.
(Q7) En utilisant (x), donner la valeur de [.
On a donc obtenu I’équivalent de Stirling :

n
n! ~v2mn (ﬁ)
e
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POUR S’"ENTRAINER

Exercice 5 : Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série de Z (Inn+aln(n+1)+bln(n + 2)) en
n>1
fonction des réels a et b. Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 6 : [corrigé]  (Critere des séries alternées) Soit (ux)ien o) une suite réelle décroissante qui

converge vers 0. On consideére la série de terme général (—1)*~1u; et on note sa somme partielle S,, =
n

> (=)

k=1
1. Enétudiantles suites (S2,)nem {0} et (S2n—1)nen {0} démontrer que la série de terme général (—1)k= Loy,
converge et que sa somme, notée .S, vérifie : pour tout n € N\ {0}

Son <5 < Sop1 (5)
2. Montrer que pour tout entiern € N\ {0} ona:
IS = Snl < uy (6)
S~ (D

3. On admet que Z
k=1

converge vers In(2). Soit p € N. Déterminer un entier naturel N, tel que

n k—1
-1
E ( ]z est une valeur approchée de In(2) a 1077 pour tout n > N,,.
k=1

no_k
Exercice 7 : On fixe z € R et on pose : S, (z) = Z %
k=0

1. Montrer que Z — estune série convergente. On note S (x) sa valeur et S la fonction associée, définie
n!
sur R;. Que vaut S(0)?

2. (a) On pose P = Z aXFetQ = Z b XF. Rappeler la formule donnant le produit de deux poly-
0 0

ndémes et en déduire :

n n 2n  k
<Z ak> (Z bk> = Z Z a;bp_;.
k=0 k=0 k=0 i=0
(b) En déduire que V(z; y) € (Ry)?, Sn(2)Sn(y) = San(x + y). Quelle relation en déduit-on pour S?
S(h) —1
h

4. En vous aidant des deux question précédentes, montrer que S est dérivable sur R et que S est
solution de I'équation différentielle : y/ — y = 0.

3. Montrer que Vh € R,

- 1' < hS(h). En déduire S est dérivable en 0 et préciser S’(0).

5. En déduire que Vz € Ry, S(z) = exp(x).
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ﬁlndications

Correction de 1’exercice 1 :

Q2)

Q3)

= (2/3)"+(1/3)". Les séries
>(2/3)" et (1 /3) converge en tant que séries
géométriques de raison 0 < 2/3 < 1,0 < 1/3 < 1.
Par linéarité, la série Y .(2/3)" +(1/3)" converge. De
plus, sa somme est égale a

1,1
1-2/3 " 1-1/3

=9/2.
1 . 1 L1 1
> 5zarr; On remarque que smgr;= 37 X 7w OF
o 1 o 2 2
lasérie 3, ., zw converge en tant que série géomé-
trique de raison 0 < 1/4 < 1. Par linéarité, la série
>~ 527 converge. De plus, la somme est

1 1
— X — =1/12.
6 < T=11
On sait que :

e Lasuite (ln( = )) est positive.

. 1n(”+1)

- ~ diverge en tant que série de Riemann avec
a=1.

=In(l+ =25) ~ =% ~ 2 etla série

n—1

Par le théoreme de comparaison, la série diverge .
Sinon, on peut utiliser la définition. On s’intéresse
aux sommes partielles.

N
Z ((n+1)/

par sommes télescopique. Ainsi, 0, In

Z n+1)—2 In(n—

((n+1)/(n—

Correction de 1’exercice 2 :

Q1)

Q2)

Q3)

>~ 73 On sait que :
o La suite (n/2") est positive.

e Deplus,n/2" = O(1/n?) etlasérie 3 25 converge
en tant que série de Riemann avec o = 2 > 1.

Par le théoréme de comparaison, la série ) | 73 converge

Z oy On sait que :

e Lasuite () est positive.

0!
o De plus, par croissances comparées, w1 1),
etlasérie ) > converge en tant que série de Rie-
mann avec o = 2 > 1.
Par le théoréme de comparaison, la série =y
converge .
1 . 9 .
Z @i (nt2)’ On sait que:

o La suite ( est positive.

)
(2n+1)(n+2)

=2
+

S
Il

=0(1/n?)

Q4)

e De plus, par croissances comparées (sinon faites
z 9 1 _ 2 a0
un équivalent), sy = O(1/n”) et la série
> 5 converge en tant que série de Riemann avec
a=2>1.

PR . L. 1
Par le théoreme de comparaison, la série > T
converge .

3n+2
Yo (SF2e2).
On sait que :

e La suite (In (" jigf) ) est positive.

n24+3n+2 2
® ln( n2+3n =In(1 + 2+3n) ~ n2t3n
la série Z converge en tant que série de Rie-
mann avec o« = 2 > 1.

2
=7 &

P . L. 2)
Par le théoreme de comparaison, la série ) _ In (%

converge.

Correction de ’exercice 3 :

Q1)

Q2

Q3)

o

Q4)

Par le théoréme sur les séries de Riemann, la série

g — converge.
n

n>1

[k; k+1]. En
utilisant l’mterpretatlon de l'intégrale en tant que
aire, on obtient

On somme entre n et /N et on obtient par la relation
de Chasles :

N+1 k=N1 N 4
" an = k i &
Or
NEL g x= T N+1 1 1 1
/n ze [7a+1]n ozfl(n"‘*l_(N+l)D‘*1

/N 1 1 1 1
e 9x= 21 (e~ )
il % a—1\(n—1)e-t No-1

)

Onremarqueque ﬁ —N—+oo— Oet W —>N-—+oco—

0 comme o > 1.

Par passage a la limite (avec N — +o00) dans 1l'in-
égalité, on obtient

+ oo
1 1 1 1 1
< T P
a—ln‘”‘*l_Zk —1(n—1)>"1
Finalement,
Z ka
—n—+oo 1
ﬁ X na—4
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par le théoreme de I’encadrement. Par définition,

Correction de 'exercice 6 :

Q1)

Q2

Q3)

Q4

On étudie la monotonie de ces suites puisque 1'on
sait que la suite (u, ) est décroissante.

@) So(ni1y—San = Y a2 (=1)F =300 (1) Ty =
(—1)2" M ugy pot+(—1)*"usn 1 = Uont1—Uznio >

0 car la suite est décroissante. Donc (S2r) est
croissante.

(B) So(nt1—Sansr = D0 (— 1) =303
(12" Pugnis + (—1)*" ugn o = uznis —
uzn+2 < 0 car la suite est décroissante. Donc
(S2n+1) est décroissante.

(€) S2nt1 — Son = (=1)*"u2,41 — 0. En effet,
|S2nt1 — S2n| = u2nt1 et par hypothese la
suite (un) converge vers 0, donc sa suite ex-
traite également.

Les deux suites sont donc adjacentes. Par le théo-
réme des suites adjacentes, elles convergent vers le
méme nombre que I’'on note S. De plus, on sait que :
pour toutn € N\ {0}

Son <8 < San-1 ()
Soitn € N. Alors sin est paire égale a 2p, on obtient :
Sop < S < S2p—1 05— 52, < Sop—1 — S2p

Or Sop—1 — Sap = —(—1)?*" uz, = uap,. On obtient
donc 0 < S — Sz, < ug,. De méme, sin est impaire
égale a 2p — 1 alors

Sop — Sop—1 < S — S2p-1 <0
Or Sap — Sop—1 = (—1)21771qu = —ugp. Ainsi,
—uzp < 8—S2p—1 < 0= |S—S2p-1] <uzp < uzp—1

car la suite est décroissante.
On a montré par disjonction des cas que :

‘VnEN,|S—Sn|§un‘

La suite (1/k)r>1 est positive et décroissante. Par

PYNRY A 2 - =1t
le théoréme des séries alternées, la série > « )k

converge.

too (_l)kfl
On admetquez A

k=1

converge vers In(2). Soit

p € N. Déterminer un entier naturel N, tel que Z

k=1
est une valeur approchée de In(2) a 10~” pour tout
n > Np. Par Q3, on en déduit que

no k-1
) -3 < 2

k=1

(_1)k—1uk

Iz (_1)1971

k

On pose alors IV, = 10”. Alors

» —~ (=D*! -p
VnZlO,\S—27|§10 ;

k
k=1
* * *
* *
*
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