Lycée Déodat de Séverac

Mathématiques PTSI

TD 25
( Séries numériques
LES INCONTOURNABLES
Exercice 1 : [corrigé]  Préciser la nature des séries ci-dessous et calculer leurs sommes en cas de
convergence :
Q1) X%, Q2) 3 g Q3) Ly a€R (Q4) Lo (24);

Exercice 2 : [corrigé]l  Préciser la nature des séries ci-dessous.

1 .
Q) X Gt @3) T (y/eh() —1);

1

@Q5) >3

1 1 1
@ T (s (1) 1) @OTa(JFe 7)o sm ().

1
Exercice 3 : On considere les suites (a,) et (b,,) définies par : a,, = / T
0

1. Montrer que (a,) converge vers 0 puis que na, = In(2) — b,.

2. Quelle est la nature de Z an?
n>0

n

tn

1
dt et by, :/ In(1 + ") dt.
0

Exercice 4 : [corrigé]l  Soit o > 1
1
(Q1) Quelle est la nature de la série E —7?
na
n>1

(Q2) Soit k£ un entier naturel supérieur ou égal a 1. Montrer :

1 </’““1d<
Gr1e =), 22k

(Q3) En déduire :

Z k“_a—lnal_ k“’

k=n+1
puis :

1
Z kaNa—lna

k=n+1

1

ke

nn

E

Exercice 5 : [ D’APRES BANQUE PT ] On pose : u,, =

(Q1) Exprimer UZ—ZI en fonction de n.

e"n'

(Q2) Donner le développement limité a 1'ordre 3 lorsque x tend vers 0 de In(1 + ).

(Q3) En déduire un équivalent de In (u”“) lorsque n tend vers 'infini.

Q4) La série de terme général In | L2+l ) est-elle convergente ?
& Un g

(Q5) Que peut-on en déduire pour la convergence de (u,,)? On désignera /¢ sa limite.

1



Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

(Q 6) Donner en fonction de / et de n, un équivalent de n!.

(Q7) On admet (cf. TD intégration - Exercice sur les intégrales de Wallis pour sa justification) :

1 4P(p!)?

VP (2p)!

V().

En déduire la valeur de ¢ puis la formule de Stirling : n! ~ v/27mn (%) "

— . L. . 1 1
Exercice 6 : [corrigé]  Etude de la série harmonique On pose H, =1 + 3 + .. 4+ —
n
(Q1) En utilisant une comparaison série-intégrale, montrer que H,, o Inn
o

(Q2) Onposeu, = Hy, —Innetv, = upi1 — up.

(a) Expliciter v,, en fonction de n.

(b) Etudier la nature de la série E Up.

(c) Endéduire que (u,) est convergente. Sa limite notée y est appelée constante d’Euler-Mascheroni.

n
. ) 1
Ainsi, on a montré que ,;1 e In(n) + v+ o(1).

—1)k
Exercice 7 : OnnoteVn € N*, S, ="' | u

Vk

(Q 1) Montrer que (S2p,)nen+ et (S2n+1)nen+ sont adjacentes.

—1)"
(Q2) Montrer que Z (=1 est une série convergente.
n>1 \/ﬁ
(—1)
3) O ’ >2iv, = ————.
(Q3) On pose,pourn > 2: v, N ST
-H™ b 1
(a) Déterminer trois réels a, b et c tels que : v,, = a( \/ﬁ) + - + n\c/ﬁ +o0 <W>
™ b
b) On pose: w,, = a( ) + -+ < _ vy,. Vérifier que pour tout entier naturel n > 2, w,, > 0.
p NG NG que p
n n - nyn
—1)"
(c) Montrer que vy, ~ ( \/ﬁ) mais que ngl vy, est divergente.

Exercice 8 : Soit la suite (uy,),>0 telle que ug €]0; 1] et Vn > 0,up+1 = uy, — u2.
(Q1) Montrer que la suite converge et donner sa limite.

(Q2) Rappeler le théoreme sur les séries télescopiques.

(Q3) Etudier la convergence de la série 3 u2.

(Q4) Montrer que les séries ) In (M) et > u, sont de méme nature.

Un

(Q5) En déduire la nature de > u,,.
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POUR S’"ENTRAINER

Exercice 9 : Que des comparaisons. Dans chaque cas, étudier la nature de la série de terme général u,, :

Qa) u, = (1 - #)n’ . Sh(%) . sin(;)
Qa) = [ e RRTCESTL Y
Qb) u, = (1—%)n ; (Qe) u, = [7/m i) gy Qg) up = 2.

Exercice 10 : Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série de Z (Inn+aln(n+1)+bln(n + 2)) en
n>1
fonction des réels a et b. Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

e—(1+1/n)"

Donner la nature de la série E Uy, -
n3/2 +n

n>1

Exercice 11 : Soit u,, =

Exercice 12 : Soit la suite (uy,),>0 telle que ug €]0; [ et Vn > 0, uy41 = sin(uy,).
(Q1) Montrer que Vn € N,0 < u,, < 7 et étudier la nature de (uy)n>0-
(Q2) Rappeler le théoreme sur les séries télescopiques.

(Q3) En déduire que la série )  In <”Z—Z1) diverge.

(Q4) Montrer que =t — 11— % + o(u?).

U
" n—4oo

(Q5) De ces deux questions, en déduire la nature de 3" u2 puis de 3 u,.

Exercice 13 : [corrigé]  (Critere des séries alternées) Soit (uy)rem (0} une suite réelle décroissante
qui converge vers 0. On considére la série de terme général (—1)*~!u;, et on note sa somme partielle S, =
n

> (1)

k=1

1. En étudiant les suites (S2;,)em {0} €t (S2n—1)nem {0y démontrer que la série de terme général (— 1)Ly,

converge et que sa somme, notée S, vérifie : pour toutn € N\ {0}
Son <5 < San1 (5)
2. Montrer que pour tout entier n € N\ {0} ona:
IS — Sp| < up (6)

+o0o (_1)k—1
3. On admet que Z
k=1

converge vers In(2). Soit p € N. Déterminer un entier naturel NV, tel que

n k-1
-1
E ( k): est une valeur approchée de In(2) a 1077 pour tout n > N,
k=1
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Exercice 14 :
+oo 9 +o0o 1
1. Montrer que ces sommes existent : S = Zl Arctan(m) etT = Zl Arctan(ﬁ).
n— n=

2. Montrer que Vz > 0, Arctan(x + 1) — Arctan(zx — 1) = Arctan(ﬁ—z).
3. En déduire S et T.

+o0
2
4. En déduire la valeur de U = Z(—l)"+1Arctan(—2).
n=1 n
Exercice 15 : Vers le critére de Raabe Duhamel. Soit (uy,),>¢ telle que u; > 0,Yn > 1, “Z—:l = 3’?";1.

1. Soit Vn € N*, v, = In(n'/3u,). Montrer que 3" (v, 1 — v,,) converge.
2. En déduire qu’il existe ¢ € R tel que u,, ~ n‘j—ig

3. La série > uy, est-elle convergente?

Exercice 16 : On fixe x € Ry et on pose: S, (z) = —.
k=0
xn
1. Montrer que g — estune série convergente. On note 5(x) sa valeur et S la fonction associée, définie
n!
sur R;. Que vaut S(0)?

2. (a) On pose P = Z aXFetQ = Z b XE. Rappeler la formule donnant le produit de deux poly-
k=0 k=0

nomes et en déduire : -
<Z ak> (Z bk> = Z Z aibk,i.
k=0 k=0

k=0 i=0
(b) En déduire que V(z; y) € (R1)?, Sy (2)Sn(y) = San(z + y). Quelle relation en déduit-on pour S ?
S(h)—1
h

4. En vous aidant des deux question précédentes, montrer que S est dérivable sur R, et que S est
solution de I'équation différentielle : y/ — y = 0.

3. Montrer que Vh € R,

— 1' < hS(h). En déduire S est dérivable en 0 et préciser S’(0).

5. En déduire que Vz € Ry, S(z) = exp(x).
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fglndications

Correction de 1’exercice 1 :

(

Q2

Q3)
Q4)

= (2/3)"+(1/3)". Les séries
>(2/3)™ et (1 /3) converge en tant que séries
géométriques de raison 0 < 2/3 < 1,0 < 1/3 < 1.
Par linéarité, la série Y .(2/3)" +(1/3)" converge. De
plus, sa somme est égale a

1,1
1-2/3 " 1-1/3

=9/2.

1. 1. 1 1
> 5oag; On remarque que gmer; = 37 X 77 Or

2.0 1 2.0 2 2
lasérie 3, ., 7w converge en tant que série géomé-
trique de raison 0 < 1/4 < 1. Par linéarité, la série
>~ 5za+r converge. De plus, la somme est

1 1

Z (n 1)!7

On sait que :
e Lasuite (In ( Laen )) est positive.

. 1n(n+1)

Z ~ diverge en tant que série de Riemann avec
a=1.

In(1 + =25) ~ =25 ~ 2 et la série

n—1

Par le théoreme de comparaison, la série diverge .
Sinon, on peut utiliser la définition. On s’intéresse
aux sommes partielles.

Zln ((n+1)/(n—1))

par sommes télescopique. Ainsi, °0_, In

N+1

Zln (n+1) Zln n—1) Z
n=3

((n+1)/(n—

Correction de 1’exercice 2 :

Q1)

Q2

>~ 77 On sait que :

e La suite (n/2") est positive.

e Deplus,n/2" = O(1/n?)etlasérie ) 25 converge
en tant que série de Riemann avec e = 2 > 1.

Par le théoréme de comparaison, la série ) 7 converge

1 . 9 o
Z @niD(nr2)’ On sait que :

o La suite ( est positive.

1
(2n+1)(n+2) )
e De plus, par croissances comparées (sinon faites

2 : 1 2 o
un équivalent), =575y = O(1/n”) et la série
> n% converge en tant que série de Riemann avec
a=2>1

R . L. 1
Par le théoréeme de comparaison, la série > G
converge .

Q3)

Q1)

Q2

Q3)

Q4

n“+3n+2
> In ( P ) .
On sait que :

e Lasuite (In (%)) est positive.

n243n+2\ _ 2 2
© ln( n2+3n — ln(l + n2+3n) ~ n2+43n ~
la série ) —; converge en tant que série de Rie-
mann avec o = 2 > 1.

2
?et

Par le théoréeme de comparaison, la série ) _ In (
converge.

n24+3n+2
n2+43n

Correction de ’exercice 4 :

Par le théoréme sur les séries de Riemann, la série

1
E — converge.
nOé

n>1

[k; k+1]. En
utilisant l’mterpretatlon de l'intégrale en tant que
aire, on obtient

k1 g k
/ — dx i < / L dx
N k k—1 T
On somme entre n et N et on obtient par la relation
de Chasles :

N+1 = N
/ i dz < i < / i dx
® A — ke o1 T

/N+1 L, [m_‘“'l }NH 1 ( 1 1
2 de — — _
n e —a+1ln a—1\no=t (N +1)—

/N 1 1 1 1
g T a—1\(n—1)>"1 Na—1

On remarque que
0 comme « > 1.

1
Na—1

Par passage a la limite (avec N — +o00) dans 1'in-
égalité, on obtient

S —
L(n—1)2"

o — 1 ne=1 —
Finalement,
>
k= ke

T, 1 ool

a—1 no—1

par le théoreme de I'encadrement. Par définition,

Correction de I’exercice 6 :

1
—FN—+oo= Oet WN+De-T —FN—+too=

)
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Q1)

Q2

On utilise l'interprétation de 1'intégrale en terme d’aire.

f(k)

I e e

Ona:pourk > 2:

Par le théoreme de comparaison, E vn CcOnverge.

(c) Remarquons que v, = un+1 — un. Cela nous
fait penser a un télescopage... Sommons!

N-1 N-1
E ’Un:uN—uléuN:ul-i-E Un,
n=1 n=1

Or la série E vn, converge. Dong, la suite de

terme général uny converge aussi.
n

1
Ainsi, tré = =1 1).
insi, on a montré que gil e n(n)+vy-+o(1)

Correction de ’exercice 13 :

On somme et on utilise la relation de Chasles :

n+1 1
—dt < / —dt
[ z

On calcule et on rajoute 1 pour obtenir H,,

In(n+1) —In(2) < H, — 1 < In(n)
Finalement,
‘ln(n—i—l) —In(2)+1< H, <In(n)+1 ‘

On divise par In(n) :

lnig(:;)l) B 1128)) + ln(ln) SHns1+ ln(ln)
Ona:1+ ( y = 1. Puis étudions
In(n+1) In(n[l + 1/n]) In(n) + In(1 + 1/n)

In(n) B In(n) - In(n) o
Enfin, % %% e ln(ln) — 1. Finalement, par le

théoreme d’encadrement; — 1. Par définition,

4 ln(n)

H, ~ In(n)
(@)

~In(n)) = ———In(1

Up = Hpt1—In(n+1)—(Hn —1

(b) Cherchons un équivalent de v,,. On aura ainsi
le signe et on pourra utiliser le théoreme de
comparaison. Pour 1'équivalent, utilisons les
développements limités!

1 1 1 1
Un = n[L +1]7(57W+0(_))
= P02y - (o ot
= 2n2+0(n)
Donc v, ~ 5=%. On sait que :
v g

1 PR .
° E — converge par le théoréme sur les sé-
n

ries de Riemann avec o = 2 > 1. Par linéarité,z
converge aussi.
o (v,) est négative a partir d'un certain rang.

Q1)

Q2

Q3)

Q4)

On étudie la monotonie de ces suites puisque 1’on

sait que la suite (u,) est décroissante.

(@) Sa(nt1)—S2n = ) = (—
(_1)2n+1u2n+2+(_1)2nu2n+1 = U2n+1—U2n+2 >
0 car la suite est décroissante. Donc (.S, ) est
croissante.

)kl

S2(n+1)+1_S2n+1 = if’l_s( )k luk ZQn-H(

(_1)2n+2u2n+3 + (—1)2n+1U2n+2 = U2n+3 —
uzn+2 < 0 car la suite est décroissante. Donc
(S2n+1) est décroissante.

Son+1 — S2n = (—=1)*"u2n+1 — 0. En effet,
[S2n+1 — Sa2n| = u2n+1 et par hypothese la
suite (un) converge vers 0, donc sa suite ex-
traite également.

(b)

(©

Les deux suites sont donc adjacentes. Par le théo-
réme des suites adjacentes, elles convergent vers le
méme nombre que 1’on note S. De plus, on sait que :
pour toutn € N\ {0}

S2n S S S S2n—1 (5)
Soitn € N. Alors sin est paire égale a 2p, on obtient :

S2p K S < 8216085 — 83, < Syp1— 52

Or Szpfl = Szp = —(—I)QP_I’U,QP = Ugp. On obtient
donc 0 < S — Sap, < ugp. De méme, si n est impaire
égale a 2p — 1 alors

S2p - S2p—1 S S - S2p—1 S 0
Or S2p — S2p_1 = (—1)2p—1qu = —U2p. Ainsi,
—ugp < S—S82p—1 < 0= [S—S2p—1] <uzp < uzp—1

car la suite est décroissante.
On a montré par disjonction des cas que :

‘VnEN,|S—Sn\§un‘

La suite (1/k)r>1 est positive et décroissante. Par

PR 4o 4 - 1))
le théoréeme des séries alternées, la série > %
converge.

e

On admet que Z L

- converge vers In(2). Soit
k=1

)kfl

p € N. Déterminer un entier naturel N, tel que Z = B

k=1

U =

1)* g,
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est une valeur approchée de In(2) a 10™” pour tout
n > Np. Par Q3, on en déduit que
n (_1)1971 1
mE) -5 L |<=
@ -3 =<

On pose alors N, = 10°. Alors

vn > 107,|S — zn: £| <1077
= ) k >~ o
k=1
* * *
* *
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