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TD 28
( Espaces probabilisés finis

LES INCONTOURNABLES

Exercice 1 : On lance deux fois un dé honnéte.
1. Quel est I'univers Q?

2. Trouver un libellé pour I’'événement
A={(1,1);(2,2);(3,3); (4,4); (5,5); (6,6) }

3. A quelle partie de 2 correspond I'événement B : «la somme des deux numéros obtenus est inférieure
ou égalea 4»?

4. Calculer la probabilité des événements suivants: A, B,ANB,AUB,A—-B,B — A.

Exercice 2 :
On lance n dés avec n > 2. On choisit de modéliser I'expérience par l'univers 2 = {1;---;6}" muni de
I’équiprobabilité P. Pour k € {0---;n}, on note A} I'événement "la face 6 est obtenue exactement & fois."

(Q1) Calculer P(Af),P(AT),P(A5).
(Q2) Ecrire les événements suivants a l'aide de A%, A}, A}
(@) Mjg :"Obtenir au moins une fois la face 6 en langant 6 dés;"

(b) M2 :"Obtenir au moins deux fois la face 6 en langant 12 dés;"
(c) Mg :"Obtenir au moins trois fois la face 6 en langant 18 dés."

(Q 3) Calculer alors la probabilité des événements précédents.

Exercice 3 : [corrigé]  Onlance un dé a 6 faces. On suppose que la probabilité d’apparition de chaque
face est proportionnelle au numéro inscrit sur elle. Calculer la probabilité d’obtenir :

(a) chaque face; (b) un nombre pair.

Exercice 4 : [corrigé]  Une urne contient 5 boules blanches et 4 rouges. On effectue n tirages (n > 1)
successifs en respectant la régle suivante : si la boule tirée est rouge alors on la remet dans 'urne, sinon on ne la
remet pas.

On note Ry, : I'événement "on obtient une boule rouge au kiéme tirage"; By, : 'événement "on obtient
une boule blanche au kiéme tirage".
On s’intéresse a ’évenement E, : "on obtient une seule boule blanche et c’est au kieme tirage".
(Q1) CASn =3.
(a) Calculer P(E}) en justifiant.
(b) Calculer de méme P(E,) et P(E3).
(c) En déduire la probabilité d’obtenir une seule boule blanche a I'issue des trois tirages.

(Q2) CASn > 1.

(a) Calculer la probabilité d’obtenir exactement une boule blanche.

(b) Calculer la probabilité p, de I'événement " obtenir au moins une boule blanche en n tirages."
Quelle valeur peut-on prendre pour n afin d’avoir p,, > 0,997
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Exercice 5 : [corrigé]  Une urne contient 9 boules blanches et 1 boule noire. On effectue des tirages
successifs dans 1'urne, jusqu’a ce que 'on tire la boule noire. A chaque tirage, si on obtient une boule
blanche alors on la remet dans 1'urne et on ajoute une boule blanche de plus.

Pour tout k£ € N*, on note N, 'événement “la boule noire apparait pour la premiere fois au tirage k”, et
By, I'événement “les k premieres boules tirées sont blanches”.

(Q1) Siaubout de k — 1 tirages on n’a obtenu que des boules blanches, combien a-t-on de boules dans
l'urne? En déduire P(By|By_1) pour tout entier k£ > 1.

(Q2) Simplifier B; N ... N By. En déduire P(By,) pour tout k € N*.

(Q3) Calculer P(Ny|By_1), puis P(Ny) pour tout k € N*.

(Q4) Simplifier la somme 8J+k — 9+Lk'

et interpréter la limite de .S,,.

En déduire une expression simplifiée de S,, = Y, _, P(NNy). Calculer

Exercice 6 : [corrigé]  Transmission d’'une information. Un message doit étre transmis d'un point a un
autre a travers des canaux successifs. Ce message peut prendre deux valeurs : 0 ou 1 et a la probabilité
p € [0;1] d’étre bruité. Pour n € N, I, est I'événement "le message est le méme que celui initialement
transmis" et p,, sa probabilité.

(Q1) Sip =0, que vaut p,? Dans toute la suite, on suppose que p > 0.

(Q2) En utilisant le systéme complet d’éveénements (I,,, I,,) et la formule des probabilités totales, exprimer
Pn+1 en fonction de p,,.

(Q3) En déduire I'expression de p,,, puis sa limite, si elle existe.

Exercice 7 : [corrigé] &Une puce saute entre un point A et un point B de la fagon suivante : si
elle est en A alors elle y reste avec la probabilité 1/4 sinon elle saute en B. Si elle est en B alors elle y reste avec la
probabilité 1/4 sinon elle saute en A.

On note a,, la probabilité de I'évenement "a 'instant n, la puce est en A" et b, la probabilité de 1’évene-
ment "a l'instant n, la puce est en B."

On suppose que a l'instant initial, elle est en A et on note X,, = <a"> .

bn
Gp41) 1/4 3/4 (079
(Q1) Montrer que (an) = <3/4 1/4) \b, )
1/4 3/4
3/4 1/4
I’'endomorphisme canoniquement associé a A dans une base adaptée a cette somme directe. Donner
également une égalité reliant les matrices A et D.

(Q2) Onnote A := < > . Montrer que R? = ker(A — I,) @ ker(A+ 1) puis donner la matrice D de

(Q3) En déduire A" pour tout entier n puis X,,.

(Q4) Finalement, quelle est la limite de (a,,)?(b,)? Interpréter le résultat.

Exercice 8 : Soient A et B des événements aléatoires avec P(A) = § et P(B) = 3.

3
1. Donnez un encadrement de P(A U B) et P(A N B).
2. Déterminer P(A U B) lorsque :

(a) A et B sontincompatibles;
(b) P(ANB) = §;
(c) Aet B sontindépendants.
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POUR S’"ENTRAINER

Exercice 9 : [corrigé]  Dans une loterie, un billet sur n est gagnant. Une personne achete n billets.
1. Quelle est la probabilité pour que cette personne ait un seul billet gagnant?
2. Quelle est la probabilité pour que cette personne ait au moins un billet gagnant?

3. Calculer les limites des deux probabilités précédentes quand n tend vers l'infini.

Exercice 10 : On a cette fois-ci 9 jetons : ; ; , , ; @; , , @ On les retourne, on les mélange.

On en tire un premier que l'on retourne, un second que 1’on retourne et que I'on place a droite du pre-
mier, ruis un troisiéme que 'on retourne et que l'on place a droite du second. Par exemple, une issue est

D
[1}[5][4]

(Q1) Comment pourrait-on appeler une issue élémentaire ? Quel espace probabilisé (£2; P(£2); P) peut-on
choisir pour modéliser cette expérience aléatoire ?

(Q2) Quel est le cardinal de 27
(Q 3) Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre supérieur a 5007

(Q4) Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre comportant uniquement des chiffres pairs?

Exercice 11 : [corrigé]  On tire simultanément six cartes d'un jeu de 52 cartes. Calculer la probabilité
d’obtenir :
(a) six cartes de valeurs différentes; (b) deux brelans; (c) une paire et un carré;
(d) trois paires; (e) un brelan, une paire et un singleton.

Exercice 12 : Pierre et Paul jouent a Pile ou Face. Pour cela, ils lancent chacun n fois leur piece, n > 1 et le
gagnant est celui qui obtient le plus de pile. On suppose les lancers de chaque personne indépendants et
que chaque face a la méme probabilité d’apparition.

1. Quelle est la probabilité qu’ils soient ex-aequo?

2. Que Pierre gagne?

Exercice 13 :  [corrige]  On considére une classe de n éléves. Pour chaque éleéve, on suppose que
chaque jour de 'année a la méme probabilité d’étre le jour de son anniversaire et on ne prend pas en
compte les années bissextiles.

1. Calculez la probabilité que deux éléves au moins de cette classe aient leur anniversaire le méme jour.
A partir de combien d’éleves cette probabilité devient supérieure a 0.5? A 0.8? Comment interpréter
ce résultat?

2. Calculez la probabilité qu’au moins un éleve soit né le méme jour que le professeur. Comparez le
résultat obtenu avec le précédent.

Exercice 14 : -Test d'une maladie rare- Un laboratoire propose un test de dépistage de la maladie de la
vache folle. La notice précise la qualité du test : Lorsque le test est appliqué sur une vache malade, le test
est positif dans 99.8 % des cas. Lorsque le test est appliqué sur une vache saine, le test est négatif dans
99.6 % des cas. On sait d’autre part qu’il y a une vache malade sur 100 000. Peut—on avoir confiance dans
ce test? Pour cela, on cherche la réponse a la question : si le test est positif, quelle est la probabilité que la
vache soit malade?
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Exercice 15 : [corrigé]  Plusieurs joueurs, nommés Jy, Ja, ..., Ji, ..., J,, jouent I'un apres l'autre dans

'ordre des indices. A chaque joueur Ji, Ja, ..., Ji, ..., Jy, estimparti un évenement précis A, As, ..., Ag, ..., Ap.
Lejeu se termine si aucun des joueurs n’a réalisé 1’événement aléatoire qui lui est imparti. Le premier joueur

qui réalise I'évenement aléatoire qui lui est imparti gagne.

On désignera par py la probabilité (0 < pr < 1) pour le joueur J;, de réaliser I'événement Aj. L'éve-
nement “ J, gagne” sera noté G et on supposera l'indépendance mutuelle de toutes les suites de ré-
sultats des coups joués par les concurrents jusqu’a la fin de la partie. On dit que le jeu est équitable si
P(Gy) = P(G2) = ... = P(Gp).
k—1
1. Pour k € {1,--- ,n}, montrer que P(Gj) = pk(H(l —pi))-
i=1

Pk
1-pg -

2. Montrer que le jeu est équitable si et seulement si Vk € [1,n — 1], pry1 =

3. g)n pose 1), = ka' En supposant le jeu équitable, exprimer 7, en fonction de 7, puis py en fonction
epr.

Exercice 16 : [corrigé]  On lance simultanément un dé rouge et un dé bleu et on note A «la somme
vaut 6 »et B «le résultat du dé rouge est pair ». A et B sont-ils indépendants?

Exercice 17 : [corrigé]  Une famille a n enfants oun > 2. Nous étudions les évenements A : «la famille
a des enfants des deux sexes »et B : «la famille a au plus une fille ». Nous supposons que la probabilité P
d’avoir une fille est la méme que celle d’avoir un gargon.

1. Calculer P(AN B), P(A) et P(B).

2. Montrer que A et B sont indépendants si et seulement si n = 3.

Exercice 18 : [solutions]  Dans une urne contenant une boule blanche et une boule noire, on tire
successivement avec remise deux boules.

1. On note A l'événement « on obtient au moins une boule blanche »et B « on obtient au moins une
boule noire ». Les événements A et B sont-ils indépendants ?

2. Sachant que I'une des deux boules est blanche, quelle est la probabilité que 1’autre soit noire ?
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fg Indications

Solution de 1’exercice 18 :

1. P(A) =P(B) = 2 etP(ANB) =
ne sont pas indépendants.

2. Pa(B)=2.

Correction de 1’exercice 3 :

1. p1 = k;pe2 = 2k;ps = 3k;ps = 4k;ps = Sk;pe =

1 : 1. _ 2. _ 3

61k = k4: ﬁ.501tp15: 571?26* 23—17173 = 37
7iPa = 37;P5 =5k = 5%;Pe = 57 = .

2. pa+patps =32

Correction de 1’exercice 4 :

(Q1) CASn =3.
(a) Parla formule du conditionnement multiple :
P(E1) = P(BiNR2NR3)
= IE(4P;3|31 N R2)P(R2|B1)P(B1)

889"

(b) Onremarque que F> = R3NB>NR;. L'avenir

dépend du passé. On utilise donc les probabi-
lités conditionnelles.

P(Es) = P(Rs|B2NR1)P(Bs|R1)P(Ry) =

De méme, E3 = B3 N Ry N R;. Par la formule
du conditionnement multiple,

P(Es) = P(Bs|R2NR1)P(Ra|R1)P(Ry) =

O

-
9

O ot

(c) Onremarque que cet éveénement s’écrit comme
FE71 U E> U E3. Ces derniers sont deux a deux
incompatibles. Par conséquent,

]P)(El UFEyU E3) = P(El) + P(EQ) + P(Eg,) =
4.4 5.4 5 4.5 4 4
8 8 9 &8 9 9 9 9 9
Aidons nous du principe précédent. Cet éve-

nement correspond a

Q2 (a

Fi1UEs---UFE,

évenements deux a deux incompatibles. Or E; =
B =

BiNRy - Ry, B> = RiNBaNRs - Ry, - - -
R1 ﬁ-“ﬁkalﬁBkﬁRk+1~~~RnaV8Ck €
{1;---;n}. Parlaformule du conditionnement
multiple :

4)n7[k+1]+1§ (g)kﬂ

P(E) = (é 9

1 donc AetB

HOMG

9 Correction de I'exercice 6 :

Les événements (E1, - - - ; Ey) sont deux a deux

incompatibles. Donc :

P(E1UE; - - -UEy,) = iP(Ek) = z": g(%)wk@)k*l

k=1 k=1
51 9 & 4\Fk
=53 X172 (2%5)
k=1
__ 9 8 1—(8/9)" _5x[1—-(8/9)"]
T2 x4797 1-8/9 Ze=1

(b) On utilise I'évenement contraire. La probabi-
lité d’obtenir au moins une boule blanche est

donc égale a
Pn=1=P(RiN---NRx)=1-(4/9)".

Ainsi, pn, > 0,99 < (4/9)" > 0.01 < nln(4/9) >
In(0.01) & n < 111:‘(((31'/0;)) car In(4/9) est négatif.
On trouve n = 6.

Correction de ’exercice 5 :

Q3)

Q4)

4 kfl‘

QD
aucun tirage 9 blanches +1 noire 10
1 tirage avec une blanche 10 blanches + 1 noire 11
2 tirages avec deux blanches 11 blanches + 1 noire 12

k-1 tirages avec k — 1 blanches | 9+ (k-1) blanches + 1 noire | 9+k

Si au bout de k£ — 1 tirages on n’a obtenu que des
boules blanches, on a a I'issue de ces k—1 tirages 9+
kboules dans 1'urne. On en déduit que P(Bk/Bi—1) =
8+k

5+ pour tout entier k£ > 1.

Bi N...N By = By. Par la formule du conditionne-
ment multiple,

I[D(Bk) = P(Bl n...N Bk)

= ]P)(Bk‘Blﬂ- .. Bk_l)P(Bk_l‘Blﬂ- .. Bk_g) cee ]P)(Bl)
= P(Bg|Bk—1)P(Br—-1|Bx—2) - - - P(B1)

_Barl o rals R | 9
9+k 84k 11 10 9+k
P(Ny/Bg-1) = g1 Par définition,
P(Ni) = P(Ni|Beo1)B(Bio1) = gip X grpeyy =
9
9+k)(B+k) |
1 1 _ 9+k—(8+k) _

On simplifie la somme : g2 — 577 = GrmEH =

k
1 s n n 9
e ETR - AlnsiSn = 32k, P(Ne) = 22k (W) =
=1- 2

9XZZ:1[3.~+]9_91+;C] :9(3_9+;n) o9n"
La limite est égale a 1. On remarque que les éve-
nements (Ng)pe(1;...;n} sont deux a deux incompa-
tibles. Ainsi S, = P(U;_; Ni) représente la probabi-
lité de tirer la boule noire apres au plus n tentatives.
Cette probabilité tend donc vers 1.
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(Q1) On note B le fait que le message transmis a l'in-
dividu n est bruité. Donc (B, B») est un systéme
complet d’évenements. Par la formule des probabi-

lités totales :
P(In+1) = P(Int1|Bn)P(Bn) + P(In+1|Bn)P(Bn)

=1 =pu)p+pnx(1—=p)=(1-2p)pn+p

(Q2) Onseretrouve avec une suite linéaire récurrente d’ordre
1. Appliquons notre méthode.

) Point fixe. I =p+ (1 —-2p)l & 2pl =p & | =
1/2.

) Par théoreme, (pn+1 — 1/2) = (1 — 2p)(pn —
1/2) & pn— 1/2 = (1 - 2p)"(po — 1/2) &
pn = 1/2+ 42200
Or0<p<1l<s —-1<(1-2p) < 1. Voidi le bilan
de notre étude :
(@ Si0<p<1,pn —nostoo 1/2
(b) Sip = 1,pn € {0;1} et la suite n'a pas de
limite. Pensez ici que tout le monde ment.

Correction de l'exercice 7 :

(Q1) On note A, I'évenement "la puce est en position A
a l'instant n", B, 1’événement "la puce est en posi-
tion B a l'instant n". La famille (A, B,) forme un
systeme complet d’événements. Par la formule des
probabilités totales,

P(An+1) = P(Ans1|An)P(An) + P(Ans1B)B(B)
Or P(Aps1|An) = 1/4 et P(Ani1|B,) = 3/4

1 3
Dong, | ant1 = Za" + an . De méme,

Nous avons obtenu que

An+1 . 1/4 3/4 an
bny1)  \3/4 1/4) \bn
L’algebre linéaire va donc étre au service des proba-

bilités...

(Q2) Onnote A := <;§i ??i
I,) @ ker(A + $12) puis donner la matrice D de I'en-
domorphisme canoniquement associé a A dans une
base adaptée a cette somme directe. Donner égale-
ment une égalité reliant les matrices A et D.

_(1/4—1 3/4 \ _ (-3/4 3/4
o A= ( 3/4 1/4- 1) - (3/4 —3/4)’
Donc (z,y) € ker(A — L) & z =y < (z,y) =
y(1,1). Ainsi, ker(A — I») = Vect((l, 1)). Puis,

astn= (Y302 i) = (e 2a):

) . Montrer que R? = ker(A—

P(Bnt1) = P(But 1| An)P(An)+B(Bat1] Ba)P(Bn) =| 5

Donc (z,y) € ker(A+1L) & 2=y & (z,y) =
y(—1,1). Ainsi, ker(A — I) = Vect((—l7 1))
o L'intersection de ces deux espaces est réduite au

vecteur nul :

» D’une part, Og2 est un élément de ces deux es-
paces puisque ce sont des sous espaces vecto-
riels de R?.

» D’autre part, soit (z, y) € ker(A+1 I)Nker(A—

=4 (;) == () +4() = ()=

()==()

On a montré que

= (z,y) = Og2.

ker(A + %12) A ker(A — 115) = {0g2}-

Puis, dim(ker(A4 + $12)) + dim(ker(A — 113)) =
1+ 1 = 2. Par théoreme, les espaces sont sup-
plémentaires. ON CHOISIT B’ = ((1,1),(—1,1))
une base adaptée a cette somme directe. On POSE
par conséquent :

p-srti- (5 )

avec f I'endomorphisme canoniquement associé
a A. Par propriété,

M(f)s = PE. M(f)3 Py

’ = AN
Par définition, P§ = (1 11> et PLr = (Pf_o?c) =

1 Za

1 1
l .
5 (_1 1) . Finalement,

A=PDP ‘;avec P = G _11>

(Q3) Parrécurrence, montrons que pour tout entier n, A™ =

PD™P~! et que X,, = A" Xo.

e Initialisation : Pour n = 0, A° = I, D° = I,
donc PD°P~* = I,. De plus, Xo = A Xy, ce qui
prouve l'initialisation.

e Hérédité : Si A" = PD"P~' (Hypothese de ré-
currence) et X,, = A" Xy, alors : A"T! = A"A =
PD™P~'A (d’aprés 'hypothese de récurrence).
Or: A= PDP'donc: PD"P'A=PD"P'PDP™! =
PD"DP~! = PD"™' P! Deplus, Xpt1 = AX,, =
AA"Xo = A" X
Ce qui prouve I'hérédité.

(Q4) Finalement,
an n 1
(5:) -+ (o)
(1 -1
S\l 1

=0 o) (B 12) ()= () (4
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an =1/24 (1/2)"" =nsto0 1/2;

b =1/2 — (1/2)"T" =i 1/2

Les deux suites (ax ), (bn) convergent vers 1/2.

Correction de 1’exercice 9 :

Nous pouvons modéliser le probléeme comme suit : Pour
E = {G, P} (G pour gagnant et P pour perdant), on prend
pour univers 2 ‘ensemble des n-listes d’éléments de E. On
suppose de plus les tirages des billets indépendants, c’est
a dire toute famille d’événements A;, dont la réalisation ne
dépend que du i-eme tirage, sont mutuellement indépen-
dants. Une telle hypothese peut étre discutable, mais rai-
sonnable si le nombre de billets tirés par la loterie est bien
plus grand que n, ce que nous supposons par la suite. En-
fin I’énoncé nous dit que 1'évenement A; : "Le i-eme billet
est gagnant” a pour probabilité L.
1. Notons Al’évenement: "La personne a un seul billet
gagnant" et G; I’évenement : "Seul le i-eme billet est

gagnant". Il est clair que A = _Ql G;. D’autre part
G; = (r; _ E) N A;. Par indépendance des tirages,
JF#1

on en déduit : P(G;) = L (1— %)"71. Enfin, les
évenements G; étant mutuellement indépendants,

P(A) = gp(Gi) - (1 - %)n_l.

2. Notons B l’événement : "La personne a au moins

un billet gagnant". Puisque B = l’i €A;, et par in-
dépendance des tirages, P(B) = (1 — 1)", donc
P(B)=1-(1-1)"

3. Nous verrons ultérieurement que la suite de terme

général (1 — L)™' converge vers 1 ~ 0, 3679. Méme

chose si I’en remplace le n — 1 en exposant par n,
donc P(B) converge vers 1 — 1/e ~ 0, 6321.

Correction de 1’exercice 11 :

On tire simultanément six cartes d"unjeu de 52 cartes. L'uni-
vers a considérer est donc 1’ensemble des combinaisons de
6 éléments de 'ensemble £ des 52 cartes, que 1’on munit
de la probabilité uniforme.

1. Une fois les valeurs fixées, nous avons 4 choix de
cartes pour chaque valeur, donc 4° cartes différentes
en tout. Il reste a dénombrer le nombre de valeurs
possibles que 1'on peut tirer. Puisque dans un jeu
de 52 cartes nous avons 13 valeurs différentes, le

163 ) Finalement, la

(%)

2. Une fois les valeurs de chaque brelan fixées, le nombre

nombre correspondant est <

probabilité recherchée est :

de cartes possibles est = 4 pour chaque bre-

4
3
lan. Il reste a dénombrer le nombre de choix de va-
13

2 7
].3 2

(%)
52 '
6

3. Une fois les valeurs fixées, on a ( ;1 ) = 6 choix

leurs pour chaque brelan. Ce nombre est

et par conséquent la probabilité recherchée est :

de cartes pour la paire et 1 seul choix pour le carré.
Il reste & dénombrer le nombre de choix de valeurs
différentes pour la paire et le carré. A la différence
de la question précédente, ce nombre n’est plus

( 123 ) mais 13 x 12. Ainsi, la probabilité recher-
13 x 12 %X 6

52 ’

6

4. Les raisonnements sont similaires a la question 2 :

chée est :

( 133 ) choix de valeurs différentes pour les paires

et une fois les valeurs fixées, 6 choix de cartes pour
(5)e
52\
6
5. Les raisonnements sont similaires a la question 3 :
13 x 12 x 11 choix de valeurs différentes pour le
brelan, la paire et le singleton, et une fois les valeurs

fixées, 4 choix de cartes le brelan, 6 choix pour la

paire et 4 choix pour le singleton. La probabilité est
donc - 13 x 12 x 11 x 96

(%)

chaque paire. La probabilité est donc :

Correction de ’exercice 13 :

On commence par modéliser le probleme : pour E 1'en-
semble des 365 jours de I'année, 1'univers 2 a considérer
est I’ensemble des n-listes d’éléments de E, que I'on mu-
nit de la probabilité uniforme P. On suppose par ailleurs
n < 365, ce qui semble raisonnable.

1. Notons A I’événement : « deux éléves au moins de
cette classe ont leur anniversaire le méme jour ».
L'événement A est : « tous les éleves sont nés un
jour différent ». Le cardinal de cet évenement cor-
respond au nombre d’arrangements de n élements

parmi 365, donc est égal a ﬂ?l On en déduit p =
n
365!

n!(365)™
on peut calculer la valeur de P pour certaines va-
leurs de n : pour n = 23 cette probabilité vaut ap-
proximativement 0, 507. Pour l'effectif de cette classe,
a savoir n = 48, p =~ 0, 960.

P(A) = 1-— . Avec Python par exemple,

2. Notons B I'événement « au moins un éléve est né le
méme jour que le professeur ». Comme précédem-
ment, on calcule la probabilité de son complémen-
taire, qui est 'évenement « aucun éleve n’est né le
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méme jour que le professeur ». Il y a donc 364 jours nable de penser que pourn > 4,2" " > n+1. Mon-
possibles pour chaque éleve, soit P(B) = (24)" trons cette derniere égalité. D’apres le bindme de
puis P(B) = 1 — (38)™ On voit facilement que n-! _ _
(553) In(0,5) . Newton, 2"~ ! = Z (N =+ " 1 4
nombre est bien plus grand que pour la question . . .
récédente, et pour n = 48, P(B) = 0, 123. = =
p pour n = 48, B(5) ("3 )2 (")
Correction de 1'exercice 15 : Remarquons que la derniére somme n’est pas vide

n—1
puisque n — 1 > 3. Il s’ensuit ;3 < " ; ! > > 0.

k-1
1. Nousavons: Gy = (ﬂ °A;) N Ag. En utilisant ’hy- Enfin 1+ ( n I 1 ) + ( n; 1 > =1+(n—-1)+
i=1
pothese d’indépendance de toutes les suites de ré- in—1)(n—-2)=n+1+3n(n—-3)>n+1
sultats de coups joués, nous obtenons : P(Gx) = carn — 3 > 1, d’ot le résultat.

k—1 k—1
(H P(°A:))P(Ax) = pr H(l = pi)-

2. Silejeuestéquitable, nous en déduisons P(Gi41) = * * *
P(Gy). Puisque P(Gy) # 0, nous pouvons diviser * *
: P(Gr+1) _ prea(1—pr) *
ar P(G) cequidonne: 1 = = .
par P(Gy) ceq P(Gr) o
Réciproquement, si Pre1=Pk) _ 4 on obtient 1 = PGri1)
P(Gk)
pour tout k € [1,n — 1], donc P(G1) = P(G2) =
.. = P(Gy).

3. On vérifie facilement que 741 = 7 — 1, ainsi la
suite de terme général 7, est arithmétique de raison
g 1 2 g 1
1. Puisque r1 = ?, on en déduit rp = o= (k—1),
1

dOUPE = T G

Correction de l'exercice 16 :

P(ANB) = %, P(A)P(B) = 35_6 X % donc A et B ne sont
pas indépendants.

Correction de l'exercice 17 :

Pour E = {G, F'}, I'univers 2 que nous considérons est
I’ensemble des n-listes d’éléments de E, que I'on munit de
la probabilité uniforme P. Nous avons #(£2) = 2".

1. L'évenement A N B est : “La famille a exactement
une fille”. On a n fagons de placer F, le cardinal de
A est donc n et P(AN B) = . Pour calculer le
cardinal de A, nous remarquons que “A est1’union
disjointe des éveénements “La famille n’a que des
garcons ” et “La famille n"a que des filles”. Ces der-
niers ont pour cardinal 1 et finalement P(A) = 1 —
777 Enfin, B est I'union disjointe de “ La famille
n’a aucune fille” et “La famille n’a qu'une seule fille”,
chaque événement a déja été considéré auparavant,
et P(B) = &t

2. Lesévenements A et B sont indépendants si et seule-
ment si P(AN B) = P(A)P(B) c'est a dire, apres
simplification de I'expression, n + 1 = 2"~ (x).
Pour n = 2 larelation (x) n’est pas vérifiée, elle 1’est
effectivement pour n = 3. Il reste a voir qu’ellen’est
jamais vérifiée pour n > 4. En effet, il est raison-
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