Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

”TD 22

Limites et équivalents de suites et fonctions

Les suites

Exercice 1 :

leur limite.

LES INCONTOURNABLES

[corrige]  Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux ci-dessous puis

nln (1+sm (1))

(a) u, =n3In ( > ( >; () up = n(ln(n +1) —In(n)); (c) u, = (D) ;
(

1 —cos 1) 1 5
(d) up, =n <1 — cos <E>> (e) up = ISR (f) up, = Earctan(n );
(&) up =n arctan( ) (h) up, = V03 4+ 2n2 + 1; (1) up = V03 +1—n;

3

1
Exercice 2 : [corrigé]  Soit la suite (S,,),>1 définie par : Vn > 1; 5, = —.
) = vk
(Q1) Montrer que : Yk € N*; <Vk+1-VEk< ——

T E

(Q2) En déduire que (S,,) vérifie cet encadrement :
2(Vn+1-1) <8, <2(Vn+1- %)

(Q3) En déduire un équivalent de la suite (S, )n>1.

I . . .. 2
Exercice 3 : [corrigé]  On consideére la fonction définie sur [0; 1[ par: f(z) = “ tan (%m>
T

1. Montrer que pour tout n € N*, I'équation : f(z) = % admet une unique solution que 'on notera x,,.

2. Montrer que la suite (z,,) est décroissante puis qu’elle converge vers un réel que 1’on déterminera.

3. Déterminer un équivalent simple de (z,,).

Equivalents de fonctions

Exercice4 :  [corrigé]  Déterminer un équivalent des fonctions f suivantes en a, puis calculer lim f(x):

vitl-ya
ln<6x_1>

et +1
@D @) = s~ a =0 @ f() = o =1 (O f(a) = D)

sin(z)  tan(x) »-1 =z

@ f@) =t (5 0= to0; () fla) =

cos(2z) '

,a=400; (c)f(z)=zarctan(e™®), a = +o0;
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Exercice 5 :

1. Démontrer que In(z + 1) ~ys oo In(z). A-t-on e ~, . e®?

2. Démontrer que In(27) ~z— 100 In(x). A-t-on e ~y | o €7

Exercice 6 : Déterminer un équivalent en a des fonctions suivantes :

(@) f(z) =z(2+ cos(z)) —3sin(z) ena =0; (b) f(z)=2yr—+Vz+1—+Vr—1lena=+o0;

Exercice 7 : Déterminer les limites suivantes :

(@) lim (””H)g&; ®) lim (MY

z—+oo \x — 1 z—+oo \ 22 —x+1

Exercice 8 : [corrigé]  Calculer les limites suivantes :
Q1) lim il o) - sine, (Q3) lim sin(z —sinz),
z—0 x z—0 /1423 —1
. 1 1 . . I(@m + 1) _ 2(696 _ 1)
Q2 1 <x2 sin2(:c)>7 @) lim - ;

Utiliser un développement limité pour obtenir ’équation d’une tangente et la position de la
courbe par rapport a cette tangente

R

Exercice 9 : Donner la position du graphe de la fonction (1 + 2 + 22)

par rapport a sa tangente

en(Oeten 1.

Utiliser un développement limité pour obtenir I’équation d"une asymptote

1/3
Exercice 10 : Soit f : = — (1 + 222 + ac?’) . La courbe représentative de f admet-elle une asymptote

oblique au voisinage de +oo? Si oui, donner son équation cartésienne ainsi que les positions relatives de
ces deux courbes.

Sur les régularités de fonctions

Exercice 11 : [corrigé]  Soit f : x — % définie sur R*.
(Q1) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note f encore le prolongement.

(Q2) Montrer que la fonction f est de classe C* en 0.
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POUR S'ENTRAINER
Les suites
Exercice 12 : [corrigé]  Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux ci-dessous
puis leur limite.
() uy = YT L=V, (b) uy = e — e (c) un =sin (In (1+1));
1 1
(d)u, =In <ln Ze—k—)); (e) up, = tan <sin (273>>, ) up, =vVn?+n+1-—mn;
n n _|_
n® +2n3 + 2 (1 —ew)sin . |
(g)un:m7 (h)un:Wa (i) up = tan 57 )
1
(j) u, = tan (Arcsin <E>> ;i (k) up = tan (Arcsin (nL—i—l>> .
Exercice 13 : [corrigé] ~ Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux ci-dessous

puis leur limite.

Q1 u, = ch(%)—l; (Q2) un:\/cos<sin<%>>—1.

Exercice 14 : [corrigé]

(Q1) Montrer que 'équation : 23 — 3z + 2 = % admet une unique solution x,, sur ]0; 1[.

(Q2) Montrer que la suite (z,,) est croissante puis qu’elle converge vers un réel que 1’on précisera.

2

1 . 2 . 2 .
7 ~ 35 puis en déduire un équivalent de (vy,).

(Q3) On pose: v, =z, — 1. Montrer que v
(Q4) Endéduire que: z,, = a + % +o0 (ﬁ) avec a et b que I'on précisera.

Exercice 15 : [corrigé]  Soit (uy) et (v,) deux suites réelles ne s’annulant pas a partir d’un certain
rang.

1. Montrer que e"" ~ e"" si et seulementsi lim (u, —vy,)=0.
n—+oo

2. Siwu, ~ v,, a-t-on e ~ en?

Equivalents de fonctions

Exercice 16 : Donner un équivalent simple en 0 des fonctions ci-dessous et la limite éventuelle en 0.

In(1+2x) (1 — cos(x)) In(1 + 23)

(©)

(@) In(1 +sin(x)); (b) ; (d) In(cos(z)).

cos(3x) — 1’ 23 tan?(3z)
Exercice 17 :  [corrigé] = Déterminer un équivalent des fonctions f suivantes en a, puis calculer liin f(z):
Cxt=1 _3—=Vd+x NVr+2-2
(a)f(x)_w_lla_ll (b)f(x)_l_\/mla_zll (C)f(x)_ h’l(%) ,CL—2,
_ sin(z) —sin(e) ~ 1—2cos(z) . _ cos(z) —sin(z)
@ 1) = SESTT = @)= — =g e=n/3 (05@)= T2 r e =n/4
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Exercice 18 : [corrigé]  Soit f une fonction dérivable en a tel que f’(a) # 0. Montrer que

f(@) = f(a) ~a (x — a)f'(a)

Exercice 19 : Déterminer un équivalent en a des fonctions suivantes :

(@ﬂ@=m<

sin(z)

) ena=0; (b)f(z)=2a"— (sin(z))” ena=0.

Limites de fonctions

Exercice 20 : Déterminer les limites suivantes :
ln(l + x) ) z In(z)

In(z)

(ﬂ%uﬁ%ﬁ@mwmmk@m@wWﬂMHm<

T—r+400

Exercice 21 : [corrigé]l  Calculer les limites suivantes :
. l—z+Inx . 2sinz — 1 N
1 lim —— . 4) lim ———~ ~ . S VA
Q )x1—>m11_ 2% — 22 Q );pg]%l—Qcos(Mc)7 Qo) il—>ml lnz '
. —z\\1l/z In 14+x
Q2) fim (1 +e7) 7 @Q7) lim =
4 ) a—0 Arctan(1l + =) — Arctan(l — x)
(Q3) lim Q5) I tan x — Arcsinz
; 1m — ;
20 cos 2z — e—22° z—0 sinx — Arctanz

Sur les régularités de fonctions

x
— . —1
Exercice 22 : [corrigé]  Soit f : x — ¢ .

(Q 1) Quel est I'ensemble de définition de f?
(Q 2) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f le prolongement.

(Q 3) Démontrer que f est de classe C! sur R.

Utiliser un développement limité pour obtenir ’équation d’une tangente et la position de la
courbe par rapport a cette tangente

1 — cos(z)

Exercice 23 : [corrigé]l  Soit f : x — .
1 — cos(2x)

(Q1) Donner I'ensemble de définition de f puis sa période.
(Q 2) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 mais pas en .

(Q 3) Démontrer que le prolongement par continuité de f est dérivable en 0 et donner son nombre dérivée,
ainsi que la position de sa courbe représentative par rapport a sa tangente.

Utiliser un développement limité pour obtenir I’équation d’une asymptote

Exercice 24 :  [corrigé]  Etudier les branches infinies en +oo des fonctions suivantes :
In(x +1 T
@ J0) = a2 O o) = (© £(x) = (x +2)eM";
72 62/:13

d) f(x) = (e) f(z) = (x% + 1)Arctan (é), (f) f(x) = V1 + z2arctan(z).

x+1"7
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1 1 1
(e) Paréquivalents usuels, 1—cos (E) ~ 53 Car lim — =

n? n—+oo n
. 1/mn2 1 . 1
L. 0 et de méme e —1 ~ —. Par quotient : | u, ~ —.
ﬁ Indications n? 2
Exercice 6 : . . 1 1 . . 1
P 1 - =, déduit:| 1 = =
(a) faire le développement limité en 0 a 1’ordre 2. BEEES T T aee 2
. . 2 ™ ™
(b) On factorise par /. (f) Puisque ngrfm Arctan(n”) = 5 et 5 # 0, nous avons
Arctan(n?) ~ g,d’oﬁ Up ~ 2% par produit. Puisque
n
Exercice 19.: lim —— =0,onendéduit| lim wu, =0.
. n——+oo 2’]’L2 n—-+oo
(@) f(x) ~o sin(w) = 2 On détermine un équivalent L : 1 P
. . o (g) Par équivalent usuel, lim — = 0 par équivalent
plus simple a 1’aide d"un développement limité du nu- 1 n—+foo 1
érat 61é taire. i — it : ~
mérateur élémentaire usuel et car ngrfm 2 = 0. Par produit :
sin(x) 1 1 = é i i n — 1.
(b) f(x) = —e*m® ezln( =) 1) et on utilise Puisque ng{ir»loo 1 =1, on en déduit nglfoou !
le développement limité en 0 et exp. (h) Puisque n®*+2n®+1 est polyndmiale, n3+2n?+1 ~ n®.
Par passage a la racine, | /n3 +2n%2 + 1 ~ n3/2. Or,
Solution de I'exercice 9 : lim n*? = +oodonc| lim w, = +oo.
n—-+o0o n—-+o0o
en 0, In(1 4z + 2?) =z+ 12% + 0p(2?), donc au dessus @) I 1 _vn+tl _\/ﬁ.D’aprés @), VAT T—
de sa tangente au voisinage de 0. vn+1l Jn vy +1
enl,In(1+z+2?) = ln(3)+x—1—%(x—l)z—l—oo((x—l)z), 1 , a
donc en dessous de sa tangente au voisinage de 0. Vi~ 2/n’ D'autre part n + 1 est polynomiale donc
vn+ 1 ~ /n. Par produit et quotient, nous en dédui-
Correction de l'exercice 1 : 1
SONS : | Un ~ 3373 Puisque nll)g[_loo 372 = 0, on en
9 9 9 déduit| lim wu, =0.
(a) Paréquivalents usuels, In (1 + —) ~ —car lim == note
n n n—+oo n 2
() un = e ™ (€™ —1). Par équivalent usuel, e/ —
. 3 1 . 6
0.Deméme,In (1 + — | ~ —.Par prodult: Up ~ —.
n 3n n 1 e’
. . 6 L. = 1 ~ = donc |up ~ Par opérations usuelles,
Puisque: lim — =0,onendéduit:| lim wu, =0. n n
n—+oco N n—-+oo 7’”2

1 1 =0donc| lim wu, =0.
(b) In(n + 1) —In(n) = In (1 + —). Or In (1 + —) ~ notoo 1 n—too
n n

1 . 1 . .
n car nHToo no_ 0. Par produit, Puisque Correction de 'exercice 2 :

lim 1=1,onendéduit:| lim wu, =1.
n—-+oo n—-+oo

(c) Puisque lim sin’ (l) = 0 par composition des li- (Q1) D’apres I'inégalité des accroissements finis sur 1'in-

Radics n tervalle I = [k; k + 1] appliqué a la fonction f(z) =
vz, nousavons:m(k+1—k) <|f(k+1)— f(k) <
M(k + 1 — k), ot m est nimporte quel minorant

sin? (%) Par produit : un ~ nsin (%) Par équi- /' et M n’importe quel majorant de |f’| sur I. Or

1
mites, nous avons par équivalent usuel : In 1 + sin® (—) )
n

1
Ve el,f'(z) = ——= = |f'(z)], etV € | —— <
valent usuel : sin (l> ~ 1 car lim 1 = 0. Par 1 1 2z Vk+1
L L B=ArED T S ﬁ Au final :
e s = . . _ a %
transitivité, Puisque ngl}rloo 1 1, on en dé
duit : lirj_) Up = 1. 1 Vi 1
ORaues VEeN; —— <Vk+1-VE< —.
2vEk+1 ~ ~ 2k

L. 1 1 . 1
(d) Paréquivalentusuel, 1—cos (E) ~ 53 car Erfoo o=

(Q2) PuisqueVk € N*, vk + 1 — vk < #, alors :

. 1 . . 1
0. Par produit: | u, ~ 3 Puisque hrf 5 = g/onen n Vi nq
n—-—+oo z
E (VE+1—-VE) < E ——. Or par télescopage
P 1 k=1 k=1 2vk
déduit:| lim wu, = .
n—-+oo 2
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Q3)

Z(\/k +1—Vk) = Vn+1 — 1. Par conséquent :
k=1

S, >2(vn+1—1).

En procédant de la méme fa(;on avec la deuxieme

n

lité bt +1—
inégalité, nous obtenons : ZQ \/_ <vn
1. Or par glissement d’indlce
n n+1 1

~(Sn + —— — 1).
;2\/k+ Z2\/_ 2 Vn+1 )
On en déduit :

1
S < 2(v/n+1-1)+1— <2(Wn+1-3

<2(v/n+ IS Ve (Vn+ 1).

Au final, nous obtenons bien 1’encadrement :

2(Vn+1-1) <S8, <2(Vn+1- %).

Les deux encadrements sont des expressions équi-
valentes a 2y/n. Intuitivement, S,, devrait épouser
le méme comportement. Justifions alors ce point ri-
goureusement : En divisantl’encadrement précédent
par 2y/n, nous obtenons l'encadrement :

1
1
+n 2\/_ 2\/_ V

= 1, donc par encadrement,

lim 1/1+l——

n——+oo n 2\/_
Sn

i, e =1 5. 2]

e

Correction de 1’exercice 3 :

1.

Par opérations usuelles, f est dérivable sur [0; 1] et

Vo € [0; 1], //(z) = > tan ()42 T x 7 =

T 2 2(2:(:)
cos? [ =
T

T

T

cos? (2_x>
™

Puisque = € [0; 1[, nous avons :

2 T
; tan (T) +
> 0.

Nous avons également :
T

2
cos? (_x)
™
o> € [O; g[ = tan (7;—:6) > 0. Par somme d’ex-
pressions positives, nous en déduisons :

Vx € [0; 1[, f'(x) > 0. Ainsi, f est strictement crois-

sante et continue donc induit une bijection de [0; 1]

vers f([0; 1) = [f(0); lm f(@)= [0; +ool. Or
z—1—

% € [0; +oo[ donc 'équation : f(z) = %admet

une unique solution = € [0; 1[ que I'on note .

Nous avons : f(zn) = 1 et f(zn+1) = % donc:
n n

f(@nt1) < f(xn) & Tpt1 < xp car f est stricte-
ment croissante. On en déduit que (z,) est stricte-
ment décroissante.

(zn) est décroissante et minorée par 0 donc converge

vers un réel ¢. En passant 'égalité f(z,) = 1 ala
n

. . 2x
3. Puisque lim =z, = 0,nousavons: = tan
T

limite et par continuité de f en ¢ € [0; 1], on en
déduit: f(¢) =0 £=0.

n—-+oo
2 n n
) X % ~ a:n (par produit d’équivalents). Or :
™
2$n TLn 1
2 fan (—):—,d .22~ 1 p 2
- 5 - onc: - ar passage a

la puissance, z, = V22 ~ —.

Correction de ’exercice 4 :

(@)

(b)

(©

(d)

()

(®)

1 1 1
—zln(1+=)~1lcarln(1+ =)~ = pui
Hlaw) = w n( x) car n( + 1:) ~ puisque

lim l =0.

x—+oo I

Apres factorisation par /z nous obtenons 1'équivalent
classique : /z VT~ —=
que:Vz+1l-yz~ 7 NG

dénominateur, nous constatons que :

. Pour ce qui est du

a

lim In (e = 1) = 1. Nous écrivons alors : In <e
er +1

e’ —1
In(1
n(+<W+1
2

—— (1 =o04(e
ez

1 Ne—l_lw_ 2 N
e +1 er +1

?)donc: e”+1 ~ e”.) Finalement, par

a

e
uotient: f(x) ~yoo ———=.Puisque: lim — =

q F(@) ~too = Puisque: lim  —7=
—o0 par croissances comparées, nous en déduisons :
lim f(z)= —o0.

xr—+00

Puisque lim e  z = 0, nous avons : Arctan(e”*) ~

x—+00
3

_ . i .
e~ *. Par produit: f(z) ~+co —. Par croissances com-
e
3

demo T L =

parées : IEIEOO i 0 donc: zll)moo flz) =

1 1 1—cos(x) x%/2
@)= sin(z) tan(z)  sin(z) C g 0
- .
5 ilirb:z:/2 = 0 donc ili&) fz) =

3 2 —22% + 322 — 1

— _ — E

@)= 3 71~ G-ne -1 P

sant z = 1 + h avec h proche de 0 pour x proche del,
le numérateur devient : —3h% — 2> ~o —3h2. Ainsi,
—2x3 + 32° — 1 ~1 —3(x — 1)%. Le méme changement
de variable au dénominateur donne : ((14u)*—1)((1+
u)? — 1) ~o 6u?. Ainsi: (23 — 1)(2* — 1) ~1 (z — 1)%

: 1 . 1
Par quotient : f(x) ~1 -5 donc ilﬂ% fz) = —

On pose, z = % + u et on utilise :
tan(a) + tan(b) ™
t b)) = ——————~ = —,b=u.
an(a + b) T tan(a) tan(b) aveca = o u
L’expression devient alors :
—2tan(u) —2tan(u)

-1
er +

(55°)~

N———

1

(1 — tan(u)) cos(m/2 + 2u)
En remarquant que 1 — tan(u) ~1 1 puisque :
lirr%J 1—tan(u) = 1 et en procédant par opérations
u—
usuelles sur les équivalents usuels, nous obtenons :
f(z) ~1 1 ce qui donne : lim1 flz)=1.

r—>

Correction de ’exercice 7 :

(1 —tan(u)) X —sin(2u) "
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x+1

x—1

(a) (;—‘_L} " = f@ avec f(z) =zIn (

).Or:
In () = ln<1—|—$+1

2
1) =In(1+——].
© w=1 ) n<+x—1>

Puisque lim

bk (e0) ) z—1

2z
——. Ainsi, duit, ~Nico — = ~ioo 2
pr insi, par produit, f(z) ~4 o1+
(équivalents d’expressions polynomiales en l'infini).
Nous en déduisons : liril f(z) =2donc:
Tr—r+0o0

lim =
z—+oo \ & — 1

(b) (—2—””2*39”“) =ef® avec:

par composition des limites.

xc—x+1
2 2
fla) =In (SE28) =In (14 2225 1) =In (1+ 2
Or, lim S 0, donc :
z—too 12 —x + 1
f(l‘) ~ 4 oo 23232_37%- ~too 3. Ainsi, zEToo f(il?) =3
donc: liIJ'I_l (%)Z = ¢” | par composition
xr—r+00 -

des limites.

Correction de 1’exercice 8 :

(Q 1) 1n(1+mz)—sina: — x7m2/2+o(a:i)f(a:+o(m2))

z—0
__ —z’4o(?)
i

= = —x/2+o0(z). Par conséquent, la
z—0 z—0
limite en 0 est égale a 0.

sin?(z)—xz?
z2 sin2(z) *

Q2 (%-wg) =

O Le numérateur est légerement pénible puisque
c’est une différence. On utilise les développements

limités : sin?(z) — 2° = (z — % + o(z®))? —
T—>

z? = 2%(1 — % + o(x?))? — z?
z—0
2 4
= x2(1—21+0(x2))—x2 = = —m—+0(x4)
z—0 6 z—0 3
2 z?

Ainsi, sin®(z) — 2% ~p 0 — %
O Le dénominateur : 2% sin®(x) ~z—o z*.

Par quotient,

R =L
z?2  sin?(z) *20 73

et ainsi la limite en 0 est égale ) —1/3.

sin(z—sinz) ,

/1+z3-1 "'

O Le dénominateur : 1+ 23 — 1 ~y_,0 32°.
O Le numérateur? On a une composition a traiter.

o z—sinz — z%/6 + o(z?).
z—0

Q3)

7= 0, on en déduit : In (1 + L) ~

e Deplus,sin(X) = X — X3/6 + o(X?).

X0
Ainsi, sin(z—sin(z)) = = 2%/6+0(z*) etsin(z—
z—0
sin(x)) ~g—0 /6.
Par quotient,
1 sin(z — sin x) z3/6 1
,—1 T 1‘3 1 x—0 333/2 x—0 3

Ainsi la limite en 0 est égale ) 1/3.
Q4) lim z(e” +1) —2(e” — 1)

x—0 1‘3 !

z(e®+1)—2(e®—1) = 1:(1+$+$2/2+0($2)+

z—0

1)—2(1+x+x2/2+m3/6+0(:r3)—1) = %4—0(3:3)
x—0
Par quotient,
z(e® 4+ 1) —2(e® — 1) z%/6 1
= ~Nx—0 = ~z—0 6

Ainsi la limite en 0 est égale a 1/6.

Correction de ’exercice 11 :

(Q1) Ona:

f est continue sur R* par quotient de fonctions qui le sont;

‘ f (@) ~2-0 = ~z—0 1, donc lim flz)=1
z—0

Par théoréme, la fonction f est prolongeable par conti-
nuité en 0. On note f encore le prolongement :

sin(z) si 1:7&0
f:z:»—>{ 1 si =0

(Q2) Ona:

) la fonction f est continue sur R par la premiere

question,

la fonction f est de classe C* sur R* en tant
que quotient de fonctions qui le sont.

Vz € R*,

x cos(z) — sin(x)

fl(z) =

T

en utilisant la forme usuelle (u/v)’. On a une
FI. On la leéve grace aux développements limi-
tés:

x cos(z) — sin(x)

= == +o(2%
z—0
Ainsi, par quotient :
) 0
@55
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Par théoreéme, lim f'(z) = 0.
z—0

Par théoreme, f est de classe C! sur R.

Correction de 1’exercice 12 :

(@)

(b)

(d)

(e

vn+l—n = \/ﬁ<1/1+ 1 —1>. Or, par équi-
n
1 1 . 1
valentusuel, y/1+ ——1~ — car lim — = 0.Par
n 2n n—+oo 21

1
~ o

quotient, | ur, Puisque lim =0,0on

n—too 2n3/2

en déduit| lim wu, =0.

n——+oo

1/3
\3/n3+1—n—n<<1—|—i3> —1>.Or,paréqui—
n

1\Y® 1 1
valent usuel, | 1 + — —1~—car lim — =
n3 3n3

n——+oo ’n,3
0. Ainsi, par produit, | © L Enfin, lim 1
’ ‘parp 17 3n2T "n—too 3n2
1
0Odonc|un ~ —=.
v 3n?

1
Par opérations usuelles, lim In (1 + —) = 0 donc
n—-+oo n

par équivalent usuel sin (ln (1 e %)) ~ In (1 4 %)

. L. 1 1
Toujours par équivalent usuel, In { 1 + — | ~ — donc
n n
e 1 . . 1
par transitivité, u, ~ —. [Puisque lim — = 0, on
n n—+oo N

en déduit| lim wu, =0 |

n——+oo

1
On constate que lim In (e + ~= 1. On fait donc

n—-+oo

apparaitre 1’équivalent usuel : u, = In(1 + v,) avec

1 . . ]
vp = In (e 4F —) — 1 qui tend nécessairement vers 0.
n

.. 1
Ainsi, u, ~ v,. D’autre part: v, = In (1 + —) donc
en

1 P , . 1
v, ~ — par équivalent usuel. Il s’ensuit | up, ~ —

en en
par transitivité. Enfin lim — = 0donc| lim , =0.

n—-+oo en n——+oo

. . . 1
Par opérations usuelles, lim sin (7> =0
n—+oo n? + 3

(7)) -

. Toujours par équivalent usuel,

donc par équivalent usuel tan ( sin

. 1
Sin —_—
(\/n2+3)

( 1 ) 1
Sin —_— Y —
n2+3 vVn?+3

polyndmiale donc n® + 3 ~ n? ce qui donne par pas-
sage a la racine v/n? + 3 ~ n. Par quotient ainsi que
1

. . 1
Up ~ —. |Puisque lim — = 0, on
n n—+oo N

D’autre part : n* + 3 est

par transitivité,

en déduit :

)

(g)

(h)

(i)

()

Iim w, =0|
n——+oo

1 1 1 1
Un_n(\/1+—+—2—1>.Puisque lim =+ — =
n n n—+oo N n
0, par équivalent usuel : 1—|—l+i—1 i—}—
= 1 oy n  n? 2n

1 n+1

1 1 N
oz De plus, on 4F o = o Or n + 1 est polyno-

1 1
miale donc n 4+ 1 ~ n. Par quotient, — +

on " 2m2 " on”

1 . . 1

~ —. |Enfin, lim — = 0,donc
2n n—+oo 2N

Par transitivité, | u,

lim w, =0.
n—-+oo

Le numérateur étant polyndmiaux, nous avons : n® +
2n® + 2 ~ n® et n® + 2n + 1 ~ n. Par quotient,

1 1
Unp ~ —. |Enfin, lim — =0,donc| lim wu, =0.
n n—+oo N n—-+oo
L. e 1 . 1
Par équivalents usuels, e -1 ~ o sin o)~

1 g P
—. D’autre part, le dénominateur est polyndémial donc
n

g g =1
n® +n® ~ n? Par produits et quotients, | un ~ —-
n
Enfin, lim — =0, donc| lim wu, = 0.
n——+oo ’I’L5 n——+oo
Par propriété algébrique, u, = . Or, par équi-

1 1 P
valents usuels, tan { — | ~ — donc par opérations
n n

usuelles, Nous avons lim n = 400, donc

n—-+oo

lim w, = +oco.
n——+oo

. . . 1 L
Puisque lim Arcsin (— = 0, par équivalents usuels,
n

n—-+oo

1 : A
Upn ~ Arcsin (—) De plus, toujours par équivalents
n

. 1 1 s 1
usuels, Arcsin | — | ~ — donc par transitivité | u, ~ —.
n n n

lim w, =0.
n—-+oo

Enfin, lim — =0, donc
n—+oo N

Correction de ’exercice 13 :

Q1) un = 4[ch (l) —1= /14 ((/n) 1) -1.0r

Q2 un, =

n
ch(1/n) — 1 — 0. Par équivalent usuel :

1

un ~ 5 (ch(1/m) = 1) ~

en utilisant un équivalent usuel, ainsi que la transi-
tivité de la relation ~ .

A [ cos (sin (%)) — 1. Méme technique. On

sait que cos (sin (1)) — 1 donc cos (sin (2)) — 1 —



Indications et solutions du TD 22 Mathématiques PTSI

0. Par équivalent usuel : S ATGE ueo( 1 ) _ <L> @i ol N, ) =
quant q Tan 7 ) oun)

1 . (1 1 1 —1/. (1\) o(un) quelque soit A € R*, et en faisant passer le 1
e =~ (COS smio )T ) ~oX g\, de l'autre coté, nous obtenons le développement :
—u + b + ! avec letd !

i —1 ~ g Tn=a+—7=+o0| — a= =——.
car sm(l/n) — 0 et cos(un) — 1 ~ =t siun — O\. i T B
Enfin, sin(1/n) ~ 1/n. Par transitivité et passage a
la puissance, on obtient :

1 Correction de I'exercice 15 :
U™ e
1. " ~ e’ & Zt: Sl ' 5 1& 1ir_£l Up — Up =
n——+oo
Correction de I'exercice 14 : 0.
2. Siup ~ vy, a-t-on e'm ~ e“n7 Cette assertion est
fausse. Prenons pour tout entier’ n>0,u, =n+1
(Q1) La fonction d’expression f(z) = z* — 32 4 2 a pour et v, = n. Alors u, ~ v, mais S = e est le terme
dérivée : f'(z) = 3(z> — 1), ce qui prouve que f est général d'une suite ne convergeant pas vers 1.
strictement décroissante sur |0; 1[. Etant par ailleurs
continue (car dérivable par exemple) sur cet inter-
valle, elle induit une bijection C}?]O; Lvers[f(1); f(O)[=  (orrection de Vexercice 17 -
10; 2[. Il ne nous reste plus qu’a constater que Vn €
1 . . .
N*, — €]0; 2[ pour assurer l’existence et 'unicité de 2% 1  ethn(@) _q .
roeri L . (@ f(z)= = .O0re®®@_1 ~; zln(x)
I'antécédent z,, sur |0; 1[ associé & f. D’our : z—1 z—1

car lim zIn(z) = 0. De plus lim z = 1 donc z ~1 1.
3 1 N . . x—1 x—1
z°—3r+2= - admet un unique antécédent z,, €]0; 1 Enfin, In(z) = In(1 + (z — 1)) ~1 @ — 1 ce qui donne
au final : f(x) ~1 1 et donc lirn1 flz)=1.

z—

(Q2) L'idée est de comparer les images de x,, et x,, 1 par

. Eneffet: f(zni1) = (b) En posant z = 4+u et en factorisant, nous aboutissons

et f(zn) = % par dé-

n+1 /T+2—1 u 1
L 1 1 . a I'expression : —3—2—— ~¢ £ ~; =. Donc:
finition. Or ] < —.Par conséquent : f(zny1) < 1—+v/1—u z
n n
. p . 1 1
f(xn) © Tnt1 > xa, la fonction f étant strictement f(z) ~1 = et par conséquent : lim f(z) = =.
décroissante sur |0; 1[. Cela prouve donc que (z,) 3 ol 3
(c) De méme, avec z = 2 + u nous aboutissons a :

est croissante. Etant de plus majorée par 1, on en

déduit qu’elle converge vers un réel ¢. Par ailleurs': Vitg-1 G % . Ainsi, f(z) ~1 % et lim f(z) =
Vn € N,0 < z, < 1, donc par passage a la li- 1111(1 +u/2) z—1

mite, 0 < £ < 1. Un passage a la limite de la rela- )
2

. 1 . .
tion : 25 — 3z, + 2 = = fournit par ailleurs la re- T )
n (d) On pose : z = 3 + u. Alors le numérateur devient :

lation : | £3 — 3¢+ 2 = 0. | £ est donc finalement un

s u?
1 — 2cos (§+u) = 1 — cos(u) — V3sinu =

zéro de 2 — 3z + 2 sur [0; 1]. La factorisation de ) +
cette expression (1 est racine évidente), par exemple 0o0(u?) — V3(u + oo(u)) = —v/3u + oo(u) car u? =
par C21iVisi0n euclidienne,2 est:z® —3x+2 = (z— oo(u) et par opérations usuelles sur la relation de né-
1)(z + r—2)=(z */1) (fr + 2). L'unique zéro sur gligeabilité. Ainsi: 1 — 2 cos (E + u) ~o —V/3u donc:
[0; 1] étant 1, on en déduit que (z,) converge vers 3

™ .
1. 1 —2cos(z) ~ny3 —V3 (x — 5) En factorisant par

(Q3) Posons : z, = 1 + v,. Alors : (v,) converge vers
0 par opérations élémentaires. De plus : z3 = 1 +
3Un + 302 + v3. On en déduit : V3

conséquent : lin;l_ f(z) = ER

. . 3
—3 le dénominateur, on obtient : f(x) ~r/3 % et par

xTr—r

xi—an+2:3vi+v2.Ainsi:3vi(1+%vn) = 5

2 Sl=

Puisque lim 1, nousen déduisons: 1 + %vn

Zup e . —\/2si
L §ono= (e) Onpose:z = T tu,ce quidonne: sm(u.) .
1 , ) ) ) 1 3 1 — cos(u) — sin(u)
1. Ainsi, — ~ 3wv;, par produit. Par quotient:| v;, ~ —. u 9
n 3n Or 1 — cos(u) — sin(u) = > + oo(u) —u — oo(u) =
5 4 el 7 = — -
Enfin, v, étant négative, v/vr = —vn, donc en pas —u + 0o (u) car u®> = 0o(u) et par opérations usuelles

sl e eteding Wagetoelant jprcsdiant, et s €2 sur la relation de négligeabilité. Par conséquent : 1 —

1 .
duisons : | v, ~ ————. i . ) —+/25sin(u)
V3n cos(u)—sin(u) ~o —uetdonc: T— cos(u) — sin(u)
Q4) v 1 e ,1_,Ll+o( 1 ) En ﬁ.Onendéduit:f(:c) ~r/4 ﬁcequiprouveque:
RV V3n Van) Jim f(@) = V2.
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(f) On posez = 7 +u et on utilise cos(a +b) et sin(a+b), In (1 + l)

ce qui donmne:: opérations usuelles, lim —~ %/ _ gdonc: f(z) ~400

. —/2sin(u) u? a=teo In(z)
f(Z4u) = - .0r, 1 — cos(u) ~ — 1 o

1 — cos(u) — sin(u) 2 zln(z)zln 1+ =) ~4o 1. Ainsi, lim f(z) = 1
u2 u2 xT xr—+00
donc 1 — cos(u) = 5 0 0(7). De plus : —sin(u) = In(z + 1) (@)
. n(x o
—u + o(u). Donc : 1 — cos(u) — sin(u) = —u + o(u) + donc: IETOO (W) = € |par composition
2

% + O(u?) = —u + o(u) = —u + o(—u). Ceci prouve des limites.
—_———

=o(u)

—/2u, par quotient : f (X +u) ~o V2
Au final, f(z) ~=z V2,donc:| lim f(z) = V2.
z—)%

Correction de 1’exercice 18 :

Puisque f est dérivable en a, on a par définition,

f(x) = f(a)

I —a —z—a f’(a)

Or f'(a) # 0 donc

et

f(z) — f(a)
(z —a)f'(a)

e L

f@) = f(a) ~a (z = a)f'(a)

Correction de 1’exercice 20 :

(@)

(b)

(@

(d)

1+ 2)Y® = @, avec f(z) = M Par

opérations usuelles sur les équivalents, f(z) ~o /z,
donc lin}) f(x) = 0. Par composition des limites,
T— _—

lim =1.

o—(14+v/@)/ =

(14 2)"® = @ avec f(x) = In(z)In(l + z) ~o
zIn(z). Par croissances comparées, lin%) f(z) = 0. Par
z—

lim (1 +vz)"" = 1.
x—0

composition des limites,

cos(as)l/g”3 = 7@ avec flz) = L(COZ(I))
T
2

— % (exercice 10 (d) par exemple), donc f(z)

.OrIn(cos(x)) ~

P

ZgE

Nous avons donc lim f(z) = —co et lim f(z) =
z—07t z—07t

+00, donc par composition des limites,

lim cos(a:)l/g”3 =0|et| lim cos(:c)l/a63 = +oo0.
z—0t rz—0—

n » z In(z) - In(z +1
(1 1511(‘;) )) = /@ avec f(z) = zIn(z) In <7§n(a¢) )>

Or:In(z+1) = In(z(1+1/x)) = In(z) + In (1 + %)

In (1+1>
N */

donc : f(z) = zIn(z)In 1n(z)

1+ . Or, par

Correction de l’exercice 21 :
donc que : 1—cos(u)—sin(u) ~o —u. Puisque : —v/2sin(u) ~o

(Q1) On utilise le changement de variable x — 1 = h.

Q2

Q3)

l—xz+Inz In(l+h)—nh

1—+2x — 22 1—+/1—h?
(@ In(14+h) = h—h?/2+0(h?) = In(1+h) —
h—0
h ~nh—o h?/2.

(b) 1—/1 — h2 ~j_50 h? /2 par équivalents usuels.
Par quotient, % ~h—0 Zi—ﬁ ~h_o 1. Ainsi,
lim l—z+Inz -1
z=1 ] — 2z — 22 '

5 —z\\ 1/z
Igrfoo (In(1+e" ") "5

& & On passe a la forme exponentielle avant de
commencer.

(In(1 + efz))l/96 = exp (7111(111(1; e") )

On étudie la limite de cette quantité : w

On sait que e™” —; 10 0. Ainsi,
In(1+e7%)

= e ® +o(e” ). Par conséquent,

T—r+o00o

In(In(14+e77))

o(1)])
Finalement, Npstoo b No—stoo — L.

x
Puisque la fonction exp est continue sur R, on sait

que

ZCQ

In(e”*[14

x—+00o

—x+o(1).

T In(e”*4o0(e™™))
—z+In(1 + o(1))

In(In(14+e~ "))

x—+o00o

x—+00o

lim ———

@—0 cos2z — e~ 222’

Utilisons les développements limités usuels afin d’ob-
tenir un équivalent du dénominateur.

(22)*

1l +0($4)} - [1—

cos 2w —e 2 — [1—%-&-
z—0

22 + (—22%)2/2 + o(x4)]

—4zt
= + o(z*)
xz—0 3
Par quotient,
2’ 2! -
cos2x — e—20% "0 gpf 70y
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(Q4) lim _2sinz—1 Par quotient,
e—7r 1 —2cos(2z)’
On fait le changement de variables h = x — /6. Q+m”2-Q+m”  nf6 1
ln(l ¥ h) h—0 h h—0 B
2sinz —1  2sin(h+7/6) —1
- 2cos(2z)  1- 2cos(2h +7/3) Ainsi, lim Y2=VZ _ 16,
" 251 Inz
O 2sin(h+7/6)—1 = 2(@ sin(h)—&—%cos(h))—l = In {££
7) li — .
V3sin(h) + cos(h) — 1 = /3h + o(h) Q7) 250 Arctan(1l + z) — Arctan(1l — )
h—0
O 1-2cos(2h+m/3) = 1-2[% cos(2h)—§ sin(2h)] = - Onlremarque que , )
1—cos(2h)++/3sin(2h) = 1—[1+o(h)]++/3h+ In 12 = In(1+2)-In(1-z) ~ z— 5 +o(z%)—
h—0 av
o(h) = V3h + oh). (-2- 2 +o@*)) = =20+0(?)
z—0
Par quotient, O f(z) = Arctan(l + =) — Arctan(l — z). Pour-
quoi pas utiliser la formule de Taylor Young pour
2sin(h+7/6) — 1 ~hso V/3h o 1 conclure! Cette fonction f est de classe C*° sur
1—2cos(2h+/3) "0 V3h R en tant que différence de fonctions qui le sont.
et finalement Ona f(0) =0et
g 1 1
. 2sinz — 1 f(z) = 4F = f'(0)=1
lim ——=1. _
a:Lm% 1 — 2cos (2z) 1+ (1+2)? 1+(1-2)?
5 1 tans — Azcsing Par la formule de Taylor Young,
250 sinz — Arctanz’ f(@) = =+ o(x).
z—0
O On peut retrouver rapidement le développement -
limité de Arcsin en 0. La dérivée de cette derniére Finalement,
estz — (1—x2)"Y/2. Or
(1—22)"Y2 = 14 (=1/2) x (=22)/1! + o(2?) In ;25 25 9
, 0 Arctan(l + z) — Arctan(1 —z)  * 0z 707
= 1+ Z +o(z?).
xz—0 : ; : -
De plus 2 +— (1 — C02)71/2 est continue sur | — Correction de I’exercice 22 :
1; 1[. Par la propriété d'intégration des dévelop-
pements limités, on obtient 1. L'ensemble de définition de f est R*.
23 2. On utilise un développement limité. e — 1+xz+
. 3
Arcsin(z) = z+ — + o(z”) ) e T
am0 6 2% /2+0(a?) = f(z) = TEEL2HeE) — qyg 94
PR x—0 x—0
Ainsi, o(z). Par conséquent, limg f = 1. On a donc :
3 (233 . . . .
tan(x) — Arcsin(z) — (w 4+ = 0(:63)) = (29 4 f admet une limite finie en 0,
z—0 . *
23 . 23 . f est continue sur R* en tant que
T tol@ )) = — & +o(z). produit de fonctions qui le sont.
z—0
O sinz — Arctans — o — % +of x3) _ (:c _ % + Par propriété, f est prolongeable par continuité en
, =0 0 et on pose :
0(1‘3)) = Z +o(z%).
=0 { flx) siz#0
fixz— .
Par quotient, 1 siz=0
o ap — Aresing —2%/6 Cette fonction f est donc continue sur R.
sinz — Arctanz " ° 236 "0 1 3. O Lafonction f est de classe C" sur R* car produit
de fonctions qui le sont.
Q6) lim VT — Yz : O La fonction f admet un DL1(0) donc par pro-

c—1  Inx
Toujours le méme changement de variables: x —1 =
h.

va—¥x _ (1+R)V2 - (1 +R)7°
Inz In(1+ h)
O Q+mY2 =1+ = 1+ L +o(h) - (1+
h—0

2y o(h)) = 2+ o(h).

h—0

priété, elle est dérivable en 0 et f'(0) = 1/2.
Cherchons & montrer que f’ est continue en 0.
Pour cela, on doit montrer qu’elle admet une li-
mite en 0 et on utilise notre nouvel outil, les dé-
veloppements limités!

ze” — [ — 1]

2

Vo e R, f'(z) =

ze” —[e" —1] = (z—1)(1+z+2°/2+0(z®)) +

x—0
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1= (-14+1)+0-Dz+(-1/2 + )z* + Finalement,
z—0
1
o(z?) = 5952 + o(z?) f(x) =z-0 (% - % + o(:v4)) X 51y x (1 + % = o(atz))
Ainsi, =250 3 X (3-— % +o(z?)) x (1+ é + o(z?)
1
f(z) fO§+O(1) =250 32X (3-— %—ko(ﬁ) X 1+§—|—0(f62)
b 2
=s0 1+ % +o(a?)

Finalement, limo f’ = 1/2. La fonction f’ admet
donc une limite finie en 0 et elle est donc conti-
nue en 0. On a montré que f est de classe C' en
0.

Finalement, f est de classe C! sur R.

Correction de 1’exercice 23 :

(Q1) f(x) n'est pas défini si et seulement si cos(2z) =
1 & 2z = 0[27] < = = O[n]. L'ensemble de défini-
tion de f est Dy = Ugezlkm; (k + 1)7[.
On a pour toutréel z : f(x+27) = f(z) en utilisant
la 27 périodicité de cos. Donc, f est également 27
périodique.

(Q2) On calcule la limite de f en 0. On a une FI. Donc
pour la lever, on effectue un équivalent. Pour 1’obte-
nir ici, I’équivalent usuel en 0 de cos suffit.

x%/2 1
f(m) ~z—0 W ~z—0 Z

Par propriété, limo f = 1/4. Cette fonction est conti-
nue sur Dy et admet une limite finie en 0. Par pro-
priété, elle est donc prolongeable par continuité en
0, et ce prolongement, noté encore f, vérifie f(0) =
1/4.

Maintenant, on calcule la limite en 7. Ici, pas de FI!
Onalimg,~ 1—cos(2z) = 04 etlim, - (1—cos(z) =
2. Par quotient, lim, f = +oo. La limite est infini,
donc f n’admet pas de prolongement par continuité
enm.

(Q3) On peut effectuer un DL, (0) de ce prolongement.

(a) Le numérateur. On part de cos(z) =z—0 1 —
2 4
¢
= + T +o(z*). Donc, 1 — cos(z) =40 % —
z* 4
LA o(x®).

[22]” | [2]°

(b) De méme, cos(2z) = lfTJrTJrs(x)x‘l,
lim,, = 0. Donc, — =
avec lim,,0e(z) = 0. Donc T cos(22)
1 1 1

=X
202 — 222 4 gie(z) 2220 1—22/3 4 e(x)x?

3
De plus, - =x0 1+ X + o(X). On prend

alors X = 2?/3 — ¢(x)x? et on obtient

1 1 2

L 2
(14 o).
1 — cos(2x) 0 92 X( + 3 +o(z)

La fonction admet donc un D L2 (0) donc par tronca-
ture, un DL, (0). Par propriété, f est donc dérivable
en 0 et f'(0) = 0. De plus, z — f(z) — 1/4 est du
signe de z — 2 /8 au voisinage de 0, donc positive.
Ainsi, Cy est au dessus de sa tangente en 0.

Correction de ’exercice 24 :

@) f(z) =2 — 2 — £ 4 0400 (2). Lasymptote oblique a
donc pour équation y = = — 2 et la courbe représentative
de f est en dessous de cette derniére au voisinage de +oo.

@) f(2) = 1+ gy + 0+ (#@)) L’asymptote oblique
a donc pour équation y = 1 et la courbe représentative de
f est au dessus de cette derniere au voisinage de +oo.

() f(z) = 2+ 3+ 2 + 0400 (5=). Lasymptote oblique a
donc pour équation y = x + 3 et la courbe représentative
de f est au dessus de cette derniére au voisinage de +oco.
d f(z) =z+1+ % + 040 (%) L’asymptote oblique a
donc pour équation y = z + 1 et la courbe représentative
de f est au dessus de cette derniére au voisinage de +oco.
e flx)=z+ 3% Holtss (%) L’asymptote oblique a donc
pour équation y = x et la courbe représentative de f est
au dessus de cette derniére au voisinage de +oo.

(f) f(z) = 2z — 1+ = + 0400 (£). Lasymptote oblique
a donc pour équation iy = 23 x et la courbe représentative
de f est au dessous de cette derniére au voisinage de +oco.
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