Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

TD 16
( Géométrie plane
LES INCONTOURNABLES
. m+3 -3 . .
Exercice 1 : Pour quelles valeurs de m les vecteurs i = ( > etV = ( > constituent-t-ils :
m+1 m—1
(Q1) une base du plan? (Q 2) une base orthogonale du plan?
Exercice 2 : [corrigg]l  On donne o = < 1 ) et v = < _? ) Déterminer I'angle orienté entre les

vecteurs 7 et 7.

Exercice 3 : [corrigé]  Soient % et ¥ deux vecteurs non nuls. Démontrer que : |27 + 37|| = |27 —
37 || si et seulement si i et ¥ sont orthogonaux.

Exercice 4 : Soit ABC' un triangle quelconque. On note a, b, c les longueurs respectives de BC, AC, AB et
p son demi-périmetre.

QA)

(Q1) Développer (B—1>4 + @)(ﬂ + ﬁ) .
(Q2) En déduire que a2 = b2 + ¢ — 2bc cos(BAC). (formule d’Al Kashi)

(QB)
(Q 1) Montrer que [E’ 1@} 2 n (Ex@)Q

(Q2) On note S laire du triangle ABC. En déduire que S? = p(p — a)(p — b)(p —
est le demi-périmetre du triangle. (formule de Héron)

Exercice 5 : Soient A(1;1); B(3;7); C(—1;3).
(Q1) (Qa) Déterminer les équations cartésiennes de deux médianes de ABC.
(Qb) Quelles sont les coordonnées du centre de gravité G de ABC'?

)
)
(Q2) (Qa) Déterminer les équations cartésiennes de deux médiatrices de ABC.
(Qb) Quelles sont les coordonnées du centre 2 du cercle circonscrita ABC'?
a)

Q3) Q
(Qb) Quelles sont les coordonnées de 1’orthocentre H de ABC'?

(Q4) Véritier que H; G; () sont alignés.

Déterminer les équations cartésiennes de deux hauteurs de ABC.

Exercice 6 : [corrigé]  Donner les coordonnées du projeté orthogonal du point M (a; b) sur la droite
D d’équation x — 2y = 0.
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Exercice 7 : [corrigé]  On note A(3; 1) et D la droite de représentation paramétrique : { ;E 143
(Q1) Donner une équation cartésienne de D .

(Q2) Déterminer une représentation paramétrique de la droite D', droite perpendiculaire a D et passant
par A.

(Q 3) On note H le projeté orthogonal de A sur D. Déterminer les coordonnées de H.
(Q4) On note A’ le symétrique de A par rapport a D. Déterminer les coordonnées de A’.

Exercice 8 : Soient C le cercle d’équation cartésienne 22 + y? — 6z + 2y + 5 = 0, et A(4; —4). On peut mener
par le point A deux tangentes au cercle C. Calculer les coordonnées des deux points d’intersection puis la
distance entre les points d’intersection de ces tangentes avec le cercle C.

Exercice 9 : Lignes de niveau
On note D la droite passant par A et de vecteur directeur o # 0.Siw (Z) , on note 7/ <_ab> un vec-

teur orthogonal & /.

Les trois questions suivantes sont indépendantes.

1. On note B un point de D tel que : ABW =2,

(a) Expliquer pourquoi il existe A € R tel que: E =AU puis exprimer A en fonction de .

(b) Montrer que AM .4 =2 < BM. W = 0.En déduire I'ensemble des points M tels que: AM 0 =2
2. On note (A) la droite orthogonale a D passant par A et C' un point de (A) tel que [1@ , 7} =1

(a) Expliquer pourquoi il existe ;1 € R tel que : AC = 177 puis exprimer y en fonction de .
(b) Montrer que [m , 7] =1« [C—Z\>4 , 7] = 0. En déduire I'ensemble des points M tels que :
[m, 7} — 1.
3. Soit G un point de (AB) tel que : AG = %fTB).On note ¢ = AB.
(a) Montrer que : @@ = —%EQ et GA2 + GB? = 862.
(b) On note I le milieu de [AB]. Montrer que : MAMB = [M2? - 362 et MA2+ MB? = 2IM? + %Ez.

(c) En déduire I'ensemble des points M tels que :
MAMB = —352 (1)

MA%? + MB? = 262 2)

(d) Faire une figure avec A, B,G et I placés puis tracer les deux ensembles de points obtenus en
question précédente.
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POUR S’"ENTRAINER

Exercice 10 : Soit ABC' un triangle quelconque. On note a, b, c les longueurs respectives de BC, AC, AB.

) . a b c
Montrer la relation des sinus : = =

sin(@) sin(@) sin(m)

Exercice 11 : Déterminer pour quelle(s) valeur(s) du parametre réel m les droites suivantes sont orthogo-
nales. D,,, : m?x +y+36 = 0et D!, : (2m + 4)x + (5m + 3)y — m? = 0.

Exercice 12 :
3—A

—14+92) A € R. Donner une équation

1. Soit D dont une représentation paramétrique est { N

cartésienne de D.

2. On considere la famille de droites A,, d’équations cartésiennes maz + (m — 1)y + 2 = 0. Donner la
valeur de m telle que A,, est parallele a D.

Exercice 13 : [corrigé]  Calculer la distance de la droite D au point A dans les cas suivants :

(Q1) A= (4;—1) et D a pour équation cartésienne : x + 2y + 3 = 0.

(Q2) A= (0;0)etD = B(5;3) + Vect() avec ¥ = ( ; )

(Q3) A = (1;—1) et D la droite passant par B(2;2) et de vecteur normal 7/ = < ; > .

Exercice 14 : On considere un triangle ABC'. On note A4pc son aire et G le centre de gravité du triangle
ABC. On pourra utiliser le repeére (A; @ ; B ).

(Q1) Montrer que: 1@ = ﬁ%ﬁ.

(Q2) En déduire Aspc = L Aapc.

(Q3) Soient A(1; 2); B(3; 5), C(—1; 4) et G le centre de gravité du triangle ABC. Calculer l'aire du triangle
GAB.

Exercice 15 : lindications]  SoitD : 3z —4y+4 =0etD’' : 122 + 5y — 5 = 0. Calculer une équation de
chacune des bissectrices des deux droites.

Exercice 16 : [corrigé]  On note C la courbe représentative de la fonction exponentielle, et D la droite

d’équation réduite : y = 2z — 3.

(Q1) Montrer qu’il existe un point M (z¢; yo) de C tel que la distance de M a D soit minimale, puis
déterminer cette distance.

(Q2) Que peut-on dire de la tangente a C' en z( par rapporta D?

w

|
o

\
L

\H
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w
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Cercles
Exercice 17 : [corrigé]  (Lignes de niveau). Soient A, B, M trois points.
1. Montrer que MAMB = MI? - ATBQ avec I le milieu de [AB].

2. En déduire I’ensemble des points M tels que J\7711\7§ = k avec k une constante réelle.

3. De méme, simplifier M A% + M B? en faisant intervenir le milieu I. En déduire I’ensemble des points
M tels que M A% + M B% = k avec k une constante réelle.

Exercice 18 : [corrigé]  Former I'équation du cercle (C) qui passe par les points A(0; —2) et B(4;0) et
a son centre appartenant a la droite (D) d’équation = + 2y = 0.

Exercice 19 : Soient A(2;3); B(—2;—1); C(1; —1). Former 'équation du cercle circonscrit au triangle ABC'
et déterminer le centre et le rayon de ce cercle.

Exercice 20 : Dans un repeére orthonormal direct, on définit la droite D par 1'équation z + y +1 = 0

et pour tout réel )\, on note C) 'ensemble des points M (z;y) dont les coordonnées vérifient 1'équation

22+ 2+ 20 +2y+2=0.

(Q1) Montrer que si|A| > 1 alors C) estun cercle, si |A| = 1 alors C), est réduit a un point et si |A\| < 1 alors
C, est vide.

(Q2) Soit alors |\| > 1. Etudier I'intersection de D et de C.

Exercice 21 : [corrigé]  Soient C, C’ deux cercles d’équations respectives 2 + y? = 100 et 22 + y* —
24z — 18y + 200 = 0. Montrer qu’ils sont tangents et former une équation de la tangente au point commun.

Exercice 22 : [corrigé]  On considére I'équation :
22 +y? —dkx — 2y +4k =0 (Cp)

avec k € R.
1. Montrer que pour tout réel k, cette équation est celle d"un cercle dont on précisera les caractéristiques.
2. Quel est I'ensemble des centres de ces cercles?

3. Montrer que tous les cercles sont tangents en un point fixe.
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Exercice 23 : [corrigé]

LT /

On considere la parabole d’équation y = %2, la droite 4 ia
(A) d’équation y = —1. ?
Fixons un point M (a;a?/4), avec a # 0, appartenant
a cette parabole. On note H son projeté orthogonal
sur (A).

;

(Q 1) Donner une équation cartésienne de la tangente (7') en M a la parabole.

(Q2) Montrer qu'une équation cartésienne de la droite (7”) perpendiculaire a (T) et passant par H est
r+g5y—5=0.

(Q3) On note F le point appartenant a (7”) et d’abscisse nulle. Donner son ordonnée. Quelle remarque
peut-on faire sur cette derniéere?

(Q4) Montrer que MF' = MH.

(Q5) En déduire que (T') est la médiatrice du segment [F'H] puis que (T) est une bissectrice des droites
(MF) et (MH). Faites un schéma pour y voir plus clair...

A quoi cela sert-il? Prenons une antenne parabolique. Cette der- Récepteur
niere est orientée de telle sorte que les rayons incidents d’un satel-
lite soient paralleles a I’axe de symétrie de la parabole. Par les lois
de l'optique, le rayon réfléchi est le symétrique du rayon incident par
rapport a la tangente au point d’intersection. Alors tous les rayons
réfléchis passent par le méme point F'. Le capteur d’'une antenne pa-
rabolique est alors placé au foyer, et cela permet de condenser les
rayons au niveau du capteur.

Miroir
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:5 Indications

Exercice 15 :  Un point appartient a une bissectrice si et
seulement si il est a égale distance des deux droites.

Correction de 1’exercice 2 :

On utilise le produit scalaire, il nous donnera une infor-
mation sur le cosinus de cet angle, puis le produit mixte, il
nous donnera une information sur le sinus.

UV = —6= |27 cos((¥, 7)) =
2v/13 cos((, V')). Ainsi, cos((W, 7)) =

(@) =4 = [T F | sin((Z, 7)) =
Ainsi, sin(( ) = \/ﬁ.

Fmalement les signes du cosinus et du sinus permettent

de conclure que la mesure principale de langle (7 7)
appartient a |7/2; 7[. De plus, tan((W, 7)) =
(U, V) = arctan(—2/3) + n[2n], soit 146.31 degré.

\/ﬁ

V2xy/26sin((7, 7)).

Correction de 1’exercice 3 :

Cet exercice utilise le lien entre la norme d’un vecteur et le
produit scalaire, ainsi que les propriétés BILINEARITE et
SYMETRIE) de ce dernier.
12 +37|| = ||2d — 37|
e QU +37).2W +37) = (2¢ - 37).2¢ - 37)
& HﬁH2 +12%. 7 + 9||vev||® = 4\|7\|2 —12W. 7 + 9H7H2
& WA =0
ce qui équivaut a U et ¥ sont orthogonaux.

Correction de 1’exercice 6 :

On cherche H(z;y) € D tel que (HM) et D sont orthogo-
nales. On utilise donc le produit scalaire qui permet de ca-
ractériser 1’orthogonalité. Pour cela, un vecteur directeur

deDest(f).
er e (1))

& 2a—z)+(b-y)=0

(HM) L (

Finalement, H(z;y) € D et (HM) et D sont orthogo-
nales est équivalent a

- = — _ da+2b
T — 2y 0 D Z&-b =
2@—z)+(b-y) = 0 y = 5
Finalement, les coordonnées du point H sont :
(4a +2b 2a+ b)
5 ' 5§ i

Correction de 1’exercice 7 :

V2x \/_6003((7,7)) =

(Q1) Une équation cartésienne de D est

‘y:1+3$/2<:>33:/2—y—1:0.

(Q2) La droite D’ est perpendiculaire & D, donc un vec-
teur directeur est un vecteur normal a D, a savoir

ﬁ:(%f

Le point M (z,y) appartient a D’ si et seulement si
AM et 7 sont colinéaires ce qui équivaut a

[(373)- (%1 )] =0e ce-9-rmo-
1)=0¢|204+3y—9=0]

Q3)

Ce point H (z, y) appartient donc a I'intersection des
deux droites. On doit résoudre un systeme :

{Qx+3y 9

3r —2y = =2
* (;

) ()= ()
= G)==(5 2)(%)
()

—13

o (T)_ (12/13
y)  \31/13
Les coordonnées de ce projeté orthogonal sont :
(12/13;31/13).

=4 =

(Q4) Cesymétrique A’ (a: y) vérifie :

< &

AA = 2
o (228) =3
o (2)=( By ( e

Correction de ’exercice 13 :

(Q1) A= (4;—1) et D a pour équation cartésienne : x +
2y + 3 = 0. On applique directement la formule :
|4 — 2+ 3]
d(A,D) = ———— = V5.
( ) V1+4 VB
(Q2) A = (0;0) et D = B(5;3) + Vect(W) avec & =

1
(2)
On cherche une équation cartésienne de D. Le point
M (z;y) appartient a cette droite si et seulement si

BM et W sont colinéaires ce qui équivaut a

Puis, par propriété :

d(A, D) = \‘/;—Tﬂl - %5

(Q3) A = (1;-1) et D la droite passant par B(2;2) et de
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1
2
une équation cartésienne de D. Le point M (z; y) ap-

vecteur normal 7 = ( ) . De méme, on cherche

partient a cette droite si et seulement si BM et o
sont orthogonaux ce qui équivaut a

BM.7w =0

(472 )(3)=0

& (z—-2)+2(y—2)=0
& r+2y—6=0.
Puis, par propriété :
dA,p)y= 1226 _ 75
vi+1 5

Correction de 1’exercice 16 :

(Q1) Ladistance du point M a D est donnée par

lyo — 220 + 3| | exp(zo) — 2z0 + 3|
d(M, D) = _
( ) VIZ+22 V5

On étudie donc la fonction g : « — e” —2x+ 3. Cette
fonction est définie sur R, y est dérivable en tant que
combinaison linéaire de fonctions qui le sont.

Vz eR,g'(z) =e” —2

Cette fonction g admet un minimum au point d’abs-
cisse In(2) et g(In(2)) =2—2In(2)+3 =5—-1n(4) =
In(e®/4) > 0. La fonction g est donc également po-
sitive. Ainsi, d(M, D) = £ (\g/”9> est minimale en :

M(In(2), 2) |et cette distance est égale a :

In(e®/4)
—z

Q2

La pente de la tangente en zp = In(2) est égale a
exp’(In(2)) = exp(In(2)) = 2. Cette tangente est
donc parallele a la droite D.

Correction de 1'exercice 17 :

1. Par Chasles: m*g .[>—&—I.;l> ﬁ—i—l’g
MIMI+MIIB+velA. 1\7}+JA J’E Puis TA. J’E -
(4=4B).(34B) = —14B.AB = LAB® En-

2
fin, par symétrie, ]\7}]? + veIA.m = ]\7}]? +

MI.[—1B] = 0. Nous avons montré :
MAME = MI* —

2. On utilise la relation précédente :

MA.MB =

Trois cas se présentent :

A32

—k<:>MI = k+

e Sik < —AB?/4 alors cet ensemble de points est
vide.

e Sik = —AB?/4 alors cet ensemble de points est
réduit au point /.

e Sik > —AB?/4 alors cet ensemble est un cercle

de centre I et de rayon 4/ k + ATBQ.

M3? + MB? = (M + IA).(MI + IA)

+(MI + IB).(MI + IB)

= MI?+2MITA+ 1A%+ MI?

+oMIIE + IB?

2M1I? + AB?/2

pulsque ﬁl ?

MA? + MB? = k & 2MI? + A8 — | & MI? =

k/2 — ATBQ. Trois cas se présentent :

e Si k < AB?/2 alors cet ensemble de points est
vide.

e Si k = AB?/2 alors cet ensemble de points est
réduit au point /.

e Sik > AB?/2 alors cet ensemble est un cercle de
centre I et de rayon \/k/2 — AE2.

Correction de ’exercice 18 :

On cherche Q(z,y) le centre du cercle. Il appartient a la

médiatrice (d(ap)) du segment [AB] et @ € D. Notons

I(2;-1)le milieu de [AB].

M(z,y) € (dap) & IM.AB =0

(i) (1)
y+1 2

& 4z—-2)+20y+1)=0

& 2z+y—3=0.
Résolvons alors le systeme :
2z+y—3 = 0 ol T = —2y =2
z+2y = 0 y = -1

Le centre du cercle a pour coordonnées (2; —1). Le rayon
estégala QA = /(2 —0)2 + (-1 — (-2))2 = /5. L'équa-
tion de ce cercle est finalement

(-2 +(y+1)° =5

Correction de ’exercice 19 :

On calcule les équations de deux médiatrices, puis les co-
ordonnées de leur point d’intersection 2 qui nous offre le
centre de ce cercle.

La médiatrice de [BC| a pour équation z = —1/2.
Le point M (z,y) appartient a la médiatrice de [AB] si et
seulement si (M) (I le milieu de [AB]) est (AB) sont or-
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thogonales (avec I le milieu de [AB]) ce qui équivaut a

T —4
(,7)-( 4 )=0esru-n=o
On résout donc le systeme linéaire :
x -1/2
@{ y = 3/2
Le rayon est égal QA = /(2 — (—1/2))2 + (3 — 3/2)2 =

\/25/4+9/4 = /17/2. L'équation du cercle circonscrit
est

x -1/2
z+y—1 = 0

(+1/2)> + (y — 3/2)* = 17/2
Correction de 1’exercice 21 :

e Centre de C : 0(0,0) et de rayon 10. Centre de C’ :
0'(12,9) et de rayon 5.

e On résout le systeme (non linéaire) :

22 +y? = 100
{$2+y2—24x—18y—|—200 = 0
n { z?+y*> = 100
—24z — 18y +300 = 0
z2+92 = 100
< { ¢ = —3y+25/2
- {1%2—%y+625/4+y2 = 100
r = —3y+25/2
" {25y2—300y+900: 0
z = —3y+4+25/2
y = 6
< {:r = 8

o Le seul point d’intersection de ces deux cercles est donc
le point de coordonnées (8; 6).

Correction de l’exercice 22 :

z? +y? —dkx — 2y + 4k =0

1. & (x—2k)? 4>+ (y—1)>—1+4k=0

& (z—2k)2+ (y—1)% =4k®> — 4k + 1 = (2k — 1)*.

Cette équation est celle d"un cercle de centre Q, (2k, 1)
et de rayon |2k — 1].

2. L’ensemble de ces centres correspond a 1’ensemble
des points de coordonnées

(522 <(0)-())

On reconnait la représentation paramétrique de la

droite de vecteur directeur ¢ et passant par J(0, 1).

3. Enprenant k = 1/2, nous obtenons un "cercle point" :
(-1 +@w—-1)’=0cy=1;z=1

Ce point appartient aux autres cercles (Cy) : z? +
y? —dkr — 2y +4k=1+1—4k — 2+ 4k = 0.
Ainsi, tous ses cercles sont tangents en un point fixe
de coordonnées (1;1).

Correction de 1’exercice 23 :

Q1)

Q2)

Q3)

Q4

Q5)

2 7z . P
Onnote f : x +— Z-. Alors une équation cartésienne

de la tangente (7') en M a la parabole est
= Flae =)+ ) &y = o+ 5

Les coordonnées de H sont (a; —1). Un vecteur nor-

mal a (T') est (61_/12) . Ainsi,

M(z,y) € (T") < [HM, “_/12 =

<:>g><(y+1)+($—a):()<:> :L‘—i—%y—a/Q:O

L’abscisse du point I est nulle, par conséquent, 53—
a/2 = 0. Comme a # 0 alors y = 1. Les coordon-
nées du point F' sont donc (0;1). Les coordonnées
du point F ne dépendent pas du réel a.

*}; 0—a
Ona MF = (1—a2/4> donc:
MF = \/a? +1—a2/2 + a*/16
=/(a?/4? +2(a?/9) +1
= [a®/4+1]. De plus, MH = 1+ a?/4. On a montré
que MH = MF.

La droite (T) est perpendiculaire a la droite (F H).
Dong, elle est parallele a la médiatrice du segment
[FH]. De plus, le point M est a égal distance des
points F' et H. Par propriété, il appartient donc a
la médiatrice du segment [F H]. Cependant, il ap-
partient aussi a la droite (7). Ainsi, la droite (7')
et la médiatrice du segment [F'H| sont confondues.
On note I le milieu du segment [FH]. Alors FMI
et HM I sont deux triangles semblables. Les angles

IMF et IMH sont donc égaux. La droite (T) est
alors une bissectrice des droites (F'M) et (FH).
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