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TD 19
( Espaces vectoriels

LES INCONTOURNABLES

Exercice 1 :

(Q1) Les ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de R3?

(a) {(z,y,2) € R®, 2z + 3y — 22 = 0}; (d) {(z+2y,y.2—3y), (z,y) € R*};
(b) {(z,y,2) ER*z+y+2z=1};
© {(z,y,2) eR’x <y <z}, (@) {(z,y,2) € R%a? +y* + 2° = 0}.
(Q2) Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de I’ensemble des fonctions de
R dans R?
(a) 'ensemble des fonctions paires; enl;

(b) I'ensemble des fonctions croissantes;
(c) I'ensemble des fonctions qui s’annulent (d) I'ensemble des fonctions qui s’annulent;

(Q 3) Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de 'ensemble des suites réelles ?

(a) I'ensemble des suites convergentes; (d) 'ensemble des suites arithmétiques
(b) 'ensemble des suites convergeant vers puis géométriques;

un réel a;
(c) I'ensemble des suites divergentes; (@) {(up)nen;Vn € N uyyo = 1 + uy}-

(Q4) Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de M,,(K) (n > 2)?

1
(@) A={Me M,(K),M|:|=0}
1
- —y y x
b) C=<X MeM3R) / Fz,yeR:® M= T —r—y Yy
Y z —r -y
Exercice 2 : [corrigél]
1 1 -1 -3
. . 1 0 —2 -3
(Q1) Déterminer les valeurs de m € C pour lesquelles 1 | € vect TR
m 1 -1 )

(Q2) Pour E = M,(R),levecteur: A = (2 3) est-il combinaison linéaire des vecteurs : (é (1)) p

40
0 1 0 0
)
(o))
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Exercice 3 : [corrigé]  On définit les vecteurs suivants de £ = R*:

w = (1,0,0,0), up=(1,1,0,0),
v =(1,1,1,0), v =(1,1,1,1).

On pose ensuite
F = Vect (ul, u2> G = Vect (vl, v2>.
Démontrer que £ = F @ G.

Exercice 4 : [corrigé]  Soit E = F(R;R). On note P l'ensemble des fonctions paires et Z
I’ensemble des fonctions impaires.

(Q1) Montrer que Z et P sont des sous-espaces vectoriels de E.
(Q2) Montrer que ZNP = {0g}.

. L epe . _ f@)+f(—=z flx)—f(—=x
(Q3) Soit f € E. Vérifier que: Vx € R, f(z) = ( )+2( ) 4 {@) 2( ),
(Q4) En déduire que Z et P sont supplémentaires.

Exercice 5 : [corrigé]
Dans chacun des cas suivants, démontrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de E.
Q1) E = M,(R), FF = S,(R) et G = A,(R) sont les ensembles des matrices respectivement
symétriques et antisymétriques de E. Indication : procéder par Analyse-Synthese.
(Q2) F = RF, F est I'ensemble des fonctions f telles que f(0) = 0 et G est 'ensemble des fonc-
tions constantes.

Exercice 6 : [corrigé]  Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées :
(Q1) Dans R"
AN | (2] (2] (-
(a) 1 ) 1 Y 0 ; (b) 1 Y 1 ) 4 ) 1
1 0 0 0 1 2 3
(Q 2) Dans l'espace vectoriel des fonctions de R dans R :
(@) (cos,sin,z — x cos(x),x — xsin(z))
b) (1,2 e,z ¥ 1 37);
© (z—z,x—z+1l,x—2x+2)
Exercice 7 : [corrigé]  Donner une famille génératrice des ensembles suivants :
x x
(@) F = gz/ €ER’/3x—y=0,; (b) F = gz/ ER/{2x+3y+z:O ;

(C)F:{< “ Q‘Hb) € My(R): (a,b)eR2}.

—a

Exercice 8 : [corrigé]

(Q1) Montrer que l'ensemble des solutions de 1’équation différentielle ' — xy = 0 est un sous-
espace vectoriel de F(R, R). En déterminer une famille génératrice.

(Q2) Faire de méme pour I'ensemble des solutions de y” + y = 0.




Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

POUR S’ENTRAINER

Exercice 9 : [corrigél]
Démontrer que F' et G sont supplémentaires dans 1'espace vectoriel des fonctions continues

sur R, avec I’ I'ensemble des fonctions f de E vérifiant f(0) = f(5) = f(7) et G = Vect (cos, sin).

Indication : étant donnée f € F, trouver («a; 3) € R? tel que f — avcos —fsin € F.

X xr
Exercice 10 : Soient [’ = y | eR¥/z—y+2:2=0p,G= y | eR3/z+y=0
z z

(Q 1) Montrer que F, G sont des espaces vectoriels et en déterminer une famille génératrice.

(Q 2) Déterminer une famille génératrice de F' N G.

1
(Q3) Soit H = Vect 0 .Montrerque F®& H =G & H =R
0
Exercice 11 : [corrigé]  Donner une famille génératrice des ensembles suivants :

(Q1) L'ensemble des matrices symétriques.
(Q 2) L'ensemble des fonction affines définies sur R.

(Q3) L'ensemble des suites (u,),en € RY vérifiant : u, o + 4u, 11 + 4u, = 0.

Exercice 12 : Soit £ un K-espace vectoriel quelconque.Déterminer si les familles suivantes sont
libres ou liées :

1. Soit (21, za, ..., ,,) une famille libre d’éléments de £. On pose u = a1 + qas + ... + @2y,
puis Vi € [|1,n]],y; = x; + u. A quelle condition sur la famille des («;), (y1,¥2, ..., Yn) est-elle
libre?

2. Soit (ey, ..., €,) une famille libre de E' et a ¢ Vect(e, ..., e,). Montrez que (e, +a, es+a, ..., e,+a)
est encore libre. Montrez que I'hypothese a ¢ Vect(ey, ..., e,) est indispensable.

Exercice 13 : [corrigé]  Dans l’espace vectoriel £ = R* on consideére les sous-espaces vecto-

riels
F={(z,y,zt) e E|3x—y—2z=2y+t=0}

G= Vect(ul, Us, u3> ou u1 (1;-1;2;2),
=(2;1;4;-2),
=(1;2;2; —4).

Donner une base des sous-espaces vectoriels F, G, FNG,etF+G.
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1111 | =z 1110 | z—t
0 1 1 1 | y 01 1 0 | y—t
) indications 0011 ] 2] oo 10| 2-t
0 0 0 1 | ¢ 0 0 0 1 | t
11 0 0 | z—=2
01 00 | y—=z
o~z
Correction de I’exercice 2 : 00 1 0 | z—t
0 0 0 1 | t
10 0 0 | z—y
1 1 -1 —3 0100 | y—=z
1 0 — -3 . ““lo o0 10 | z—t
1. 1| € Vect sl si et seule- 000 1 | .
m 1 -1 -5
1 1 Finalement
mentsiil existe z, y, z € R, tels que 1 =z (1) e (z,y,2,t) = (x —y)ur + (y — 2)uz + (2 — t)v1 + tv2
m 1 ce qui prouve qu'il s’agit d’une famille génératrice de R*.
—1 -3 Par unsicité de z, y, 2, t, cette famille est de plus libre, c’est
—2 -3 donc une base de R?, ce qui‘il fallait démontrer.
Yl 3 & 1
—1 -5 Correction de I'exercice 4 :

On est donc amené a étudier un systéme linéaire
avec trois inconnues, quatre équations mais un pa-
rametre. On obtient pour condition m = 3 et comme

relation
1 1 —1 -3
1 0 —2 -3
P =0 s D
m 1 —1 -5

2. A est combinaison linaire de ces trois vecteurs si
et seulement si il existe z,y,z € R tels que A =

1 1 0 1 0 0) .
x(O 0)+y(1 0)+z(1 1) si et seulement

S1

B = X x = 2
r+y = 3 y = 1
y+z = 4 < y+z = 4

z = 0 z = 0

Ce systeme est donc incompatible et A ne s’écrit pas
comme une combinaison linéaire de ces trois vec-
teurs.

Correction de ’exercice 3 :

Par propriété, si (u1,us2,v1,v2) est une base de R*, alors :
F = Vect (ul, uz ) G = Vect (vl, vg) sont supplémen-
taires dans R* (cf dernier résulat du cours). Pour montrer
que cette famille est une base, on montrer que c’est une
famille génératrice :

Soit (2,7, z,t) € R*. On cherche si il existe A, i1,7, 0 €
R tels que

(xayv Z, t) = \u1 + puz + yv1 + 01}2

ce qui équivaut a résoudre le systéme linéaire de matrice
augmentée associée :

1. e ZTCFE.
o La fonction nulle est impaire.
e SoitA €ER, f,g € Z. AlorsVz € R, (Af+g)(—z) =
M(=2)+9(—2) = =M f(2)=g(z) = = (A + 9) (@).
Ainsi, A\f + g € L.

Par définition, Z est un sous espace vectoriel de E.
On effectue la méme démarche pourP.

2. En tant que sous espaces vectoriels de E,0p € TN
P.Soit f € ZNP. AlorsVx € R, f(—z) = f(z) =
—f(x), soit f(z) = 0. On a montré que Z NP C
{0z }. Par double inclusion, on a le résultat.

3. C’est un simple calcul.

4. D’apres précédemment, nous avons : ZNP = {0g}.
Il nous reste donc a montrer que Z + P = E.

e 7+ P C E estévident.

e Montrons que £ C Z+P. Soit f € E.On cherche
l'existence de f1 € T et fo € P tels que : Vz €
R, f(z) = fi(x) + f2(x). En s’aidant de la ques-

f(x) = f(==)

2

.Alors: fo € PcarVe €

tion précédente, on pose: fi(x) =

et fo(e) — T@)+ F=)

[(a) + F(=(=a) _ f(=2)+ f(x) _

R, f 2(_33 ) = 2 )
f(x). De la méme fagon, nous obtenons : f1 € Z.
Pour finir, I'égalité : Vz € R, f(z) = fi(z)+f2(x)
a été prouvée en question 3, ce qui finit de prou-
ver le résultat.

Correction de ’exercice 5 :

e Montrons que E = My (R), Sn(R) et A, (R) sont les en-

sembles des matrices respectivement symétriques et an-
tisymétriques de E. Trois points doivent étre vérifiés :
ce sont des sous espaces vectoriels, leur intersection
est réduite au vecteur nul, leur somme est égale a es-
pace vectoriel.
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(a) Montrons que ce sont deux sous-espaces vecto-
riels de My, (R).

VERIF (1) IIs sont inclus dans M, (R),

VERIF (2) Lamatrice nulle est symétrique et anti-
symétrique
VERIF (3) Ils sont stables par combinaison linéaire
(VA, B € Sp(R), VA, u € R, (AA+uB)*" =
AA'+pBY, par propriété de la transpo-
sée, ce qui est égal a AA + pB; on fait
de méme pour A, (R).)
(b) Montrons que leur intersection est réduite a la ma-
trice nulle.

VERIF (1) En tant que sous-espaces vectoriels, la
matrice nulle appartient a ces sous-espaces,
{0nn} C Sn(R) N Apn(R).

VERIF (2) Montrons l'inclusion réciproque, soit
A € S§,(R) N A, (R). Alors A* = Aet
At = —A.Donc A = 0,,,,. Cela montre
que Sp(R) N A (R) C {Onn}-

{0nn} = Sn(R) N A, (R) \

Montrons que leur somme est égale a 1’espace vec-
toriel.

VERIF (1) Immédiatement Sy, (R)+.A4,(R) C M, (R).

VERIF (2) Inclusion réciproque faite par analyse-
synthese. Soit M € M, (R).

A. ANALYSE.On cherche S € S,(R), A €
A (R) telles que M = S+ A. Pas-
sons a la transposée pour obtenir
M' = S — A. C’est équivalent a

t t
S MM oy g MMt

B. SYNTHESE. On pose S = M+TM €
Sn(R) et A = MM ¢ 4, (R). Et
onaS+ A= M.Onadonc mon-
tré que M, (R) C Sn(R)+An(R).
L’inclusion réciproque est immé-
diate.

Ainsi,

(©

Correction de 1’exercice 6 :

(Q1) DansR®. F = ((17171),(1,170)7(1,0,0));

Soit A, i, v € Rtels que A(1, 1, 1)+x(1, 1,0)+v(1,0,0) =
(0,0, 0). Ceci est équivalent a

Adtp+y = 0
Adp = 0 SA=pu=v=0
A =0

La famille est libre par définition.

0 4 7 5

2 —2 2 4
(Q 2) Dans M41(R)f: ( 1] 1 L R I )

0 1 2 3

Soit A, p1,v,0 € R tels que

Q3)

0 4 7 5 0
0 1 2 3 0
La matrice augmentée associée a ce systéme est :
0 4 7 5 1 1 4 1
2 -2 2 4 1 -1 1 2
1 1 4 3 TFlo 1 2 3
0 1 2 3 0 4 7 5
1 1 4 1
0 -2 -3 1
TElo o1 2 3
0 4 7 5
1 1 4 1
0 1 2 3
“lo -2 -3 1
0 4 7 5
1 1 4 1
o1 2 3
1o oo 17
0 0 -1 -7
1 1 4 1
01 2 3
“Elo oo o1 7
0 0 0O
Le systéme est donc équivalent a :
At +4y 46 =0
w +2y 430 =0 Or ce systtme ad-
vy +7 =0
met une infinité de solutions. En particulier en pre-
nant 6 = 1, nous obtenons : v = —7, u = 11 et
A = 16 ce qui donne la relation de liaison :
0 4 7 5 0
2 =2 2 4 0
Sl 0 Il I B N I B Bl I
0 1 2 3 0

La famille est donc liée.

Dans I’espace vectoriel des fonctions de R dans R :

(a) (cos,sin,z — x cos(x),z — xsin(x)).Soit A, a, i,y €
R tel que
Vz € R, A cos(z)+asin(z)+pz cos(z)+vyz sin(z) = 0

C’est vrai pour tous les réels x, donc pour = €

{0; 7 /2; 7r; w/4} (Pourquoi 4 valeurs, car on

a 4 inconnues). Ces valeurs injectées donnent :

A =
a+yw/2 =
—A—7p =

AV2/2 + av2/2 4+ u(n/8) +~(n/8) =
A =

o © O O

o
oa+ymw/2 =
av2/2 +y(m/4) x V/2/2 =

o © O O

La famille est donc libre par définition.
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(b) (l,m ez e x> 631);
Soit A; p;v; 0 € R tels que

Vo € R\ + pe” + 7€ + 6> =0

Un premier passage a la limite lorsque x — —oo
offre A = 0. La condition devient

Vr € R, pe® + ve** +6e’* =0 Vo € R, +
ve” + de** = 0 Un second passage a la limite
lorsque & — —oo offre 4 = 0. De méme, nous
obtenons v = § = 0 et la famille est libre.

(@ (x— z,z— x+ 1,2 — x+ 2) Cette famille est
liée. On cherche ¢, 8,7 € R tels que

Ve € Ryax + Bz + 1) +v(x +2) = 0.

Deux polyndmes sont égaux si et seulement si
leurs coefficients le sont aussi. Par conséquent

a+B+7=0; f+2y=0& B =—2v;a=1.

Nous prenons, par exemple, v = 1 et nous ob-
servons la relation de liaison suivante :

Ve e R, (1).z + (—2).(x+ 1)+ (1).(x +2) = 0.
Correction de 1’exercice 7 :

1. Soit (z,y,z) € F. Ici, le systtme est de rang 1, x
inconnue principale, y, z secondaires.

(IL‘,y, Z) = (y/37 Y; Z) = y(1/37 1l 0) + Z(Ov 0, 1)'

Par définition, une famille génératrice de F' est ((1 /3;1;0

2. Soit (z,y, 2) € F.
r+y+22=0
{ 20 +3y+2z=0 <

Ici, le systeme est de rang 2, z, y inconnues princi-
pales, z secondaire.

= —

y =3

r+y+22=0
y—32=0

(z,9,2) = 2(—5,3,1)

Par définition, une famille génératrice de F est ((—5, 3,1

3. Soit< a 2(H—b)eF.Alors
—b —a
a 2a+b\ 1 2 0 1
(57" )=(" 2)=( 5 o)

2 0

L .
es matrices 1 ) , < 1
ment des éléments de F. Ainsi, par définition, ces
deux matrices forment une famille génératrice de

F.

4. De méme,

(1) ) sont claire-

1 0 0 01 0 00 1
F:Vect(01o,110,001
00 1 01 0 10 1

Correction de 1’exercice 8 :

(Q1) Par propriété, I'ensemble des solutions de 1'équa-
tiony’ — xy = 0 est

2
S={z— e /TN cR} = {z— A" %A eR}
Montrons que c’est un sous espace vectoriel :

VERIF (1) S estun sous ensemble de fonctions.

VERIF (2) Lafonction nulle appartient a cet ensemble.

VERIF (3) Soitdeux fonctions fi : z > Ae” /2 fo :
T )\gezg/Q et u, A € R. Alors

Vo € R, (Afit+pf2)(z) = (/\)\1+,LLA2)GI2/2
Ainsi, A1 f1 + A2 f2 € S.

Enfin par définition, (a: s e/ 2) est une famille
génératrice.

L’ensemble des solutions de y”’ +y = 0 est

Q2
{z — Acos(z)+upsin(z); A\, p € R} = Vect(cos; sin).

C’est donc un sous espace vectoriel de 1’ensemble
des fonctions, et une famille génératrice est (cos, sin).

Correction de ’exercice 9 :

(de Q2)

E est]’ensemble des fonctions continues de [0; 7] dans
R et F est’ensemble des fonctions f de E vérifiant f(0) =

f(%) = f(x), G = Vect (cos, sin).

1. Montrons que ces ensembles munis des lois de E
sont sous espaces vectoriels. Par propriété, G est un
sous espace vectoriel. De plus :

VERIF (1) La fonction nulle vérifie f(0) = f(5) =
f(m).

VERIF (2) Soient f,g € F,A € R. Alors ()\f +
9)(0) = Af(0) +9(0) = Af(3)+9(3) =
()\erg)(g)etdeméme, ()\erg)(O) =
M(E)+9(5) = M(m) +g(m) = (Af +
g) (m). Ainsi, \f + g € F.

2. Montrons que leur intersection est réduit au vecteur
nul.

VERIF (1) En tant que sous-espaces vectoriels, la
fonction nulle appartient a ces sous-espaces,
{0} C FNG.

Soit f € F N G. On écrit ce que cela si-
gnifie: f € F & (0) = (%) = f(n) et
f €G & f = Acos+usin, avec \, u €
R. Cela donne : f(0) = A, f(5) = p et
f(m) = =X Ainsi, A = 0, soit f(0) = 0
et u = f(3) = f(0) = 0. Finalement,

VERIF (2)
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f = O

Onamontré | FNG = {Oge } |

3. Montrons que leur somme est égale a E.

VERIF (1) En tant que sous-espaces vectoriels, F' +
GCE.

VERIF (2) Soith € E.
i. ANALYSE. On cherche f € F, Acos +us
G telles que h = f + Acos+psin.

En utilisant les conditions qui défi-
nissent F', nous avons :

h(0) = f(0)+ A
h(3) = f(3)+pr=Ff0)+pn
h(r) = f(r)—A=f(0)—A
P h<0)§h<r)
PN f(O) _ h(O)Jgh(ﬂ
" h(%) . h(O);h(w) _ 2h(%)—h2(0)—h(7r)

ii. SYNTHESE. On pose :
oo 21ME) = h(0) = () Sin)
2 2
=f
o (h(o) ; h(m) o8 _2h(§) — h2(0) — h(m) sin)

9
Clairement, g € G. On calcule :

h(0)—h(mw h(0)+h(m
s s 2h(5)—h(0)—h(m) h(0)+h(m

f(m) = h(r) + h(O);h(ﬁ) _ h(o);h(w)

Cela démontre que f € F.
En conclusion, toute fonction de F
est la somme d’une fonction de F'
avec une fonction de G, ce qui s’écrit
encore : £ C F + G. L'autre inclu-
sion étant évidente, on en déduit :
E=F+G.

iii. Par le théoréme de caractérisation
des espaces supplémentaires, on a
montré: £ = F & G.

Correction de 1’exercice 11 :

QD) (Eij u Eji)1§i<j§n - (Eii)lgign
(Q2) L'ensemble des fonction affines définies sur R : Vect (:r —
Lz — x)

(Q3) L’ensemble des suites (un)nen € RY vérifiant : uyt2+
4t i1 +4u, = 0 Equation caractéristique : 72 447 +
4 =0« (r+2)? = 0. Par propriété, Vn > 0,u, =
A(—2)" + pn(—2)", avec A\, n € R. Par définition,

une famille génératrice est: ( ((—2)™)n>0; (n(—2)")n20) .

Correction de 1’exercice 13 :

e On cherche une famille génératrice de F'.

3z —y—2=0 .
<:>{2y+t:0 .Or:

=l
Il
SR SIS o

e R N

(1 -0 -1/3 1/6
0 1 0 1/2
Ainsi,
T
1 1
Y rT=35z— 5t
T = z <:>{y—ft/2
t
%z—%t
—14
o U= 2
z
t
1/3 ~1/6
_|o ~1/2
U=z N a2
0 1
1/3 ~1/6
<:>7€Vect(el,eg), e1 = (1) , €2 = _B/Q
0 1

Dot : F = Vect(e1, e2) < (e1, e2) est une famille géné-
ratrice de F. De plus, cette famille est libre car : ae; +

0 1/3a —b/6 =0

bes— | O] o 1 —b/2=0 @{azo
0 a=0 b=0
0 b=0

Ainsi, (e, e2) est une base de F.

e Puisque : G = Vect(u1,u2, us), (u1,uz et ug est une fa-
mille génératrice de G. On étudie donc la liberté de cette
famille de vecteurs.

0 a+2b+c=0
auy + bus + cus = 8 < 2aa++ 41)17122(:;:%
0 2a —2b—4c =0
Or:
1 2 1 1 2 1
-1 1 2 0 3 3
2 4 2 1o o0 o
2 -2 -4 0 0 O
1 2 1
0 1 1
“lo 0o o
0 0 O
1 0 -1
0 1 1
“lo 0o o
0 0 O
Dongc,
0
0 a=c P
au1 +bua+cuz = ol © { b— —c Il y a une infinité
0
de solutions donc la famille est liée. De plus, pour ¢ = 1,
nous obtenons : a = 1 et b = —1, ce qui donne :
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O O O

Ul — U2 + uz = S U3 = U2 — UT.

0
Par conséquent : Vect(u1, uz, u3) = Vect(u1, uz) caruz €
Vect(u1,uz). D'ott : G = Vect(u1,u2). (u1,u2) est donc
encore une famille génératrice de G'! L'étude de sa li-
berté correspond a la résolution du systeme précédent

avecc = 0,cequidonne:a =c=0etb = —c = 0.
Dong, la famille est libre! Au final, (u1, u2) est une base
de G.
3r —y—2=0
gz 20+t=0
v=|YleFne = x ! 2
z U —1 b 1
t z 2 4
t 2 —2
3(a+2b) —(—a+b)—(2a+4b) =0
2(—a+b)+ (2a — 2b) =0
r=a+2b
< y=—a-+b
z = 2a+ 4b
t=2a—2b
2a+b=0
° r=a+2b
& y=—a-+b
z=2a+4b
t=2a—2b
b= —2a
r = —3a
= y = —3a
z = —6a
t = 6a
-3
-3
sU=a i
6
& U € Vect(e)
-3
avece = n
—6
6

On en déduit que F' N G = Vect(e) donc que (e) est une
famille génératrice de F' N G. Toute famille constituée
d’un seul vecteur non nul est bien évidemment libre.
(e) est donc une base de F' N G.

e Par propriété: F+G = Vect(e1, e2,u1,u2). (€1, e2, u1, uz)
est donc une famille génératrice de F'+ G. On remarque
que uy — 2ez = 6ez — 6ey donc: up = su1 +3e1 — 3ez €
Vect(e1, e2,u1) ce qui assure que : Vect(er, e2, ur, uz) =
Vect(er, e2,u1), etdonc: F+G = Vect(er, e2,u1). Nous
avons donc une (e1, e2,u1) qui est une famille généra-
trice de F' + G. Le calcul est laissé au lecteur mais cette
famille est libre. Au final : (e1, e2,u1) est une base de
F+G.
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