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TD 20
( Dimension d’un espace vectoriel
LES INCONTOURNABLES
Exercice 1 : [corrigé]  Soit E' 1'espace vectoriel des fonctions de R dans R deux fois dérivables.

(Q1) Démontrer que I'ensemble des solutions de I’équation différentielle
y' +2y +y=0

est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et donner sa dimension.

(Q2) Soit A un réel non-nul, et F) I'’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
y" 4+ N2y =0.

Démontrer que F) est de dimension finie et donner sa dimension.

Exercice 2 : [corrigé]

a c b
(Q1) Montrer que 'ensemble E formé de I’ensemble des matrices: [ b a+c b+c | avec (a;b;c) € R3
c b a+c
est un sous-espace vectoriel de M3(R).

(Q2) Donner une base puis la dimension de ce sous-espace vectoriel.

Exercice 3 :
Dans M5(C), on pose : K = <(1) é), et C(K)={M € My(C) /MK = KM}.
1. Montrer que C(K) est un sous-espace vectoriel de M3(C). En donner une base ainsi que sa dimen-
sion.

2. Soit X € M3(C) telle que: X% = K.
(a) Montrer que X € C(K).
(b) Résoudre alors dans Mz (C) I'équation X? = K.

0 4 7 )
- — . 2 -2 2 4
Exercice 4 : [corrigé]  Calculer le rang de la famille : 7 = N ERENEE
0 1 2 3
Exercice 5 : [corrigé]  Dans E = RE, pour tout k € N, on note
Vo € R, fp(x) =sinkx et gi(x) = coskz.
Déterminer le rang des familles
(Q 1) g = (g(]a g1, 92, .93) (Q 2) 1= (fb an 90, 91, 92, f12> flgh g%)
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Exercice 6 : Dans R?, on considere :
yio= (LLL)ime = (L -515-1)u3 = (1;2;3;1);4a = (2,-2,0;1);95 = (4,0;4;1)
w1 = (L35;1);0 = (1;0;-1;1)

(Q1) Montrer que Vect (yl; Y23 Y35 Yai y5) =R%

(Q2) Montrer que la famille (z;; x2) est libre.

(Q3) La compléter en une base de R?* en utilisant la famille <y1; Y25 Y35 Y4; y5> .

Exercice 7 : Soit E = R*. Soit F'; G les sous-ensembles de £ d’équations :

F: {20—y+z = 0

G : { r=2y=3z
(Q1) Montrer que F'; G sont des sous-espaces vectoriels de E et donner leur dimension.
(Q2) Déterminer un supplémentaire de F’ puis de G.

Exercice 8 : [corrigé]  Dans M3 (R) on pose :

FZ{(Z Z);a—c+d:b+c—d:0}etG:Vect<(i i>,<_12 _11>,<111 i’))

Montrer que ce sont des sous-espaces supplémentaires dans M (R) puis décomposer n'importe quelle
matrice dans cette somme directe.

Exercice 9 : Soitn € N*.

(Q1) Calculer la dimension de A3(RR) et de S3(R). Plus généralement, proposer une expression de dim(.A,,(R))
et dim(S,,(R)) en fonction de n.

(Q2) Démontrer que A, (R) NS, (R) = {0, (r) }-
(Q3) En utilisant un argument de dimension, en déduire que A, (R) et S,,(R) sont supplémentaires.

Exercice 10 : Dans R3[X] on note F = {P € R3[X| / P(1) = P'(1) =0} et G = {P € R3[X]| / P(1) =
P(0) et P'(1) = 0}.

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3[X] et calculer leurs dimensions.

2. Montrer que F = Vect((X — 1)2, X (X —1)?).

3. Calculer la dimension de ' N G et en donner une base.

4. Déterminer un supplémentaire de F' dans R3[.X].

Exercice 11 : [corrigé]  Interpolation de Lagrange dans Ry[X].
Prenons trois réels : a« < b < c et notons :
b (X-D(X -0, (X-a(X-9 , (X-a(X-b

O B (e s B e )
(Q1) Montrer que (Py, P, P.) est une base de Ry[X].

(Q2) Prenons la fonction P : z +— z2eta=1,b=2,¢ = 3.
(Qa) Trouver «, 3,7 tels que P = aP; + P + vPs.

s 5 2
(Q b) En déduire f4 m dx.
(Q 3) Interpolation. Soit f une fonction continue réelle.
(Qa) Supposons qu’il existe P € Ro[X] tel que f(a) = P(a), f(b) = P(b), f(c) = P(c) (%). En
raisonnant par 1’absurde, montrer que si P existe alors il est unique.

(Qb) Trouver alors le polyndme P vérifiant (x) a 'aide des polynémes P,, P, et P..
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POUR S’"ENTRAINER

Exercice 12 : La famille 7 = (u; ug; us; us) est-elle une base de (M3 (R); +;.) ? Sinon, en extraire une base
si cela est possible :

1 -2 1 —2
up=|-2)sue=1|4 Jsus=[-3]|;us=1 6
1 -2 1 —2
Exercice 13 : [corrigé]  Soit E = RY", et F' le sous-ensemble de F contenant les suites arithmétiques.

Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et donner sa dimension.

Exercice 14 : [corrigé]  Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de R'2. On suppose que dim F' = 5
et dim G = 8 et F' n’est pas inclus dans G.

(Q1) Montrer que 1 < dim(F N G).
(Q2) Montrer que dim(F NG) < 4.

Exercice 15 : [corrigé]  Dans R* on note
F = {(m;y;z;t) ER4;w—y—z+t:0etw+y—z—t:0}

et
G:{(:U;y;z;t)€R4;x+2y—|—3z—|—4t:0et4x+3y+22—|—t:0}

(Q1) Déterminer deux vecteurs linéairement indépendants de F' puis de G. Que peut-on en déduire sur
leur dimension ?
(Q2) Montrer que FNG = {(ﬁ}

(Q3) En utilisant un argument de dimension, montrer que F & G = R* puis les dimensions exactes de F'
et de G ainsi qu'une base de F' et une base de G.

Exercice 16 : Pour chaque question :
e Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R? supplémentaires;

e Décomposer tout vecteur v = (z;y; z) de E dans la somme directe £ = F & G.
Q1) F= {(x;y;z) €R32z +y— 3z :O} etG = {(m;y;z) eER3 =2y = —z};

(Q2) F le sous-espace vectoriel engendré par e; = (7;5;0) et ea = (6;10;5) et G la droite vectorielle
engendré par le vecteur uz = (8;9;3).

Exercice 17 : [corrigé]  Soitn € N*. On note 7, (R) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures
strictes et 7,, (R) I’ensemble des matrices triangulaires inférieures.

(Q 1) Montrer que ces espaces sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

(Q2) Donner la dimension de ces deux sous-espaces vectoriels.
(Q3) Montrer que 7,,"(R) N 7,; (R) = {0, &) }-

(Q4) Déduire des questions précédentes que dim <7;jr (R)+ 7, (R)) =n2.
(Q5) En déduire que 7, (R) et 7, (R) sont supplémentaires.
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Exercice 18 : [corrigé]
010
Dans M3(R),onpose:J = [0 0 1],etC(J)={M € M3(R) /MJ=JM}.
1 00

1. Montrer que C(J) est un sous-espace vectoriel de M3(R). En donner une base ainsi que sa dimension.
2. Soit X € M3(R) telle que: X2 = J.
(a) Montrer que X € C(J). Onnote alors : X = al + bJ + cJ>.

a? +2bc =0
(b) Montrer que a, b, ¢ vérifient le systeme: (x) { ¢ + 2ab =1 puis préciser la valeur de (a+b+c)?.
b2 +2ac=0

(c) On suppose : a + b + ¢ = 1. Exprimer c en fonction de a et b et en déduire un systeme de deux
équations a deux inconnues vérifié par a et b.

(d) Conclure.

Exercice 19 : Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2. On appelle hyperplan tout espace vectoriel
de E de dimension n — 1.

(Q1) Soient F' et H deux hyperplans distincts de E. Déterminer dim(F N H).

(Q2) Soit H un sous-espace vectoriel distinct de E. Montrer que les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) H estun hyperplan de E.
(b) pourtoutuy € E\ H; E = H @ Vect(uy).

Exercice 20 : [corrigé]  Soit M € M,,(C).

(Q 1) Montrer que la famille (I,,, M, M?, ..., an) est liée.

(Q2) En déduire I'existence d'un polynéme P de C[X] non nul tel que 'on ait : P(M) = Oy,
(Q3) En déduire 'existence d'un A dans C pour lequel M — \I;, ne soit pas inversible.

(Q4) Montrer qu'il existe X € M,;,1(C) \ {0} tel que 'on ait: M X = A\X. On dit que X est vecteur propre de
M associé a la valeur propre \.

Exercice 21 : [corrigé]  Ces familles sont-elles des bases de R3[X]?
Q1) Php=X34X% P=X?24+X;PL=X+1;P3=17

Q2 PBo=X34+X2 PL=X24+X:Po=X+1;P3= X3 +1?

(Q3) Py=(X—1)(X-2), Pl = X(X —2), P, = X(X —1).

Exercice 22 : [corrigé] Pourn > 2,onnote FF = {P € R,[X], P(X+1)+ P(X —1) —2P(X) =0},
et H={P e R,[X]|/P(-1) = P(1) =0.}.
1. Montrer que F' et H sont deux sous-espaces vectoriels de R,,[X] et que Vect(1, X) C F.

2. Soit P € F'N H. Montrer que 0 est racine de P. En déduire que Vn € N, P(n) = 0. Qu’en déduit-on
pour FNH?

3. Montrer que Vect(X? — 1, X (X2 —1), ..., X" 2(X? - 1)) C H.
4. Montrer que F' et H sont supplémentaires dans R,,[X].
5. En déduire finalement que F' = Vect(1, X).

Exercice 23 : [corrigé]  Soit (n,a) € N x K. Montrer que E = {P € K,[X]/P(a) = 0} est un sous
espace vectoriel et en déterminer une base. On pourra utiliser la formule de Taylor en a.
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Exercice 24 :

[corrigé]

Polynomes interpolateurs de Lagrange (Frangais, X VIII ieme).

Un exemple introductif : La température d'une solution chimique évolue en fonction du temps selon T' = f(t), T
température, t le temps. Un relevé est effectué : (t1,11),- - -; (tn, Ip). L'objectif est d’obtenir une approximation de f
a partir de ces n points. Une telle approximation peut étre obtenue grice aux polynomes et a I'algebre linéaire.

v oox

Graphique

igenre

- Dbjets libres
JA-(L, 1)
»B=(4,2
3c—-(9,3

O L1(x) = (x—4)-
5 L2(x) = (x—=1)-

) L3(x) = (x—4)-
- Objets dépendants

x—9
2
x—9
=13
-1
a0

9

x—=1

/f(x):l(x—4)-%+2(x—l)-%-{-](x—ﬂ.w .

il [T i

Soient t; < --- < t,, desréels. Pour 1 < k < n on pose
n
X —t,
L p—
g H ty — ty
=1
04k

(Q1) Pour k € {1;---;n}, déterminer le degré de Ly, les racines de L, et la valeur de Ly ().

(Q2) Soit P € R,,_;[X]. Montrer que les deux polyndmes sont égaux : P = Z P(t;)L;.
i=1
(Q3) En déduire que (Ly, ..., L,) est une base de R,,_; [ X].
(Q4) Soit (11, ...T,) € R". Ens’aidant de la seconde question, montrer qu'il existe un unique P € R,,_;[X]
tel que P(tx) = T} pour tout1 < k < n.
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ﬁ Indications

Correction de 1’exercice 1 :

(Q1) L’équation caractéristique de cette EDL d’ordre 2 est
r2+2r+1 =0« r = —1. 'ensemble des solutions
de cette EDL est
{x — e + pxe®; N\ p € R} = Vect(w — evix

ze®

Par propriété, cet ensemble est donc un sous espace
vectoriel de E. De plus, une famille génératrice est
T et T — :z:e””). Etudions la liberté de cette der-
niere. Soit \, u € R, Vx € R, Ae® 4 pze® = 0. Ceci est
vrai pour tous les réels z, donc en particulier pour
z = 0 ce qui amene A = 0, puis pour z = 1, ce qui
donne p = 0.
Cette famille est donc libre, génératrice. Par défini-
tion, c’est une base de 1’ensemble des solutions de
cette EDL, qui est alors de dimension 2.
(Q2) L'équation caractéristique de cette EDL d’ordre 2 est
r2 + A2 = 0 & r = +i). Lensemble des solutions
de cette EDL est
{a: — C1 cos(Az) + Cysin(Az); C1,Cs € R}
= Vect (:z: — cos(Ax); T — sin(xx\)).
Par propriété, cet ensemble est donc un sous espace
vectoriel de E. De plus, une famille génératrice est
(:z: — cos(Ax); x — sin(:z:)\)). Etudions la liberté de
cette derniere. Soit C1,C2 € R,Vz € R, C; cos(Ax)+
Cysin(X) = 0. Ceci est vrai pour tous les réels z,
donc en particulier pour z = 0 ce qui amene C7 = 0.
Puis Vz € R,Caze® = 0 = C2 = 0. Cette famille
est donc libre, génératrice. Par définition, c’est une
base de I'ensemble des solutions de cette EDL, qui
est alors de dimension 2.

Correction de 1’exercice 2 :

%’7 On cherche une famille génératrice. On remarque que

a c b 1 0 O 0 O

b at+c b+c])=al0 1 O +b|1 O

c b a+c 001::1401
0 1 0
+c|{O0 1 1
1 0 1

s=0
De plus, les vecteurs A, B, C' sont des éléments de E.
Par conséquent,

E = Vect(A; B; C)

Par propriété, E est un sous espace vectoriel de M3(RR)

et (A, B, C) est une famille génératrice de cet espace.

1
1
0

W On montre que cette famille est libre. Soient a, b, c €

R tels que :
a G b
aA+bB+cC =0p,m < [0 atc btc]| =
c b a+tc

Ory(r) & a = b = ¢ = 0. Par définition, cette famille
est donc libre.
V Cette famille est génératrice et libre, c’est donc une
base de E. Cet ensemble est donc un espace vectoriel
de dimension 3.

Correction de ’exercice 4 :

Par définition, on doit calculer :

0 4 7 5
dim (Vect ( NE 712 , i , le ) ) .On teste
0 1 2 3
donc la liberté de cette famille. Soient A, 1, v, d € R tels que
0 4 7 5 0
0 1 2 3 0
La matrice augmentée associée est
0 4 7 5 1 1 4 1
2 =2 2 4 0o 1 2 3
11 4 1)7% (1 -1 1 2
0 1 2 3 0 4 7 5
1 1 4 1 1 1 4 1
0 1 2 3 0 1 2 3
“Flo —2 -3 1] T*lo —2 -3 1|"7*
0 4 7 5 0 4 7 5
1 1 4 1 1 1 4 1
0 1 2 3 0 1 2 3
00 -1 -7]7*fo 0o 1 7
0 0 -1 -7 0 0 0 O
On en déduit que :
vy=100, p = —2y—45 = 116, A = —pu — 4y — 6 = 169
ce qui entraine :
0 4 7 5 .
5|16 ? +11 *12 —73 + 411 :<g),
0 1 2 3
ce qui donne pour ¢ = 1 la relation :
5 0 4 7
;1 = —16 % —11 712 + 7 Z . On constate
3 0 1 2
donc que la famille est liée et que :
5 0 4 7
le € Vect ? , _12 i ce qui prouve
3 0 1 2
que:
0 4 7 5 0 4 7
Vect ? s 12 s i s Zli = Vect ? s 12 s Z
0 1 2 3 0 1 2
et donc que :
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0 4 7 5 0 4 7
2 =) 2 4| _ 2 =) 2
)] 1 alfr) )= (a1 ]a
0 1 2 3 0 1 2
0 4 7
Or la famille ? , _12 , i est libre car en
0 1 2
reprenant le systeme précédent, mais avec § = 0 nous ob-
tenons :
0 4 7 0
2 -2 2 0
A 1 + 1 + 4= 1o SA=pu=vy=
0 1 2 0
6=0.

Puisque cette famille est libre elle est nécessairement

0 4 7
de rang 3. Ainsi : rg ? , _12 , i = 3 et donc
0 1 2
0 4 7 5
2 —2 2 4 —3
rg 1 ’ 1 b 4 bl 1 - .
0 1 2 3

Correction de 'exercice 5 :

1. Soienta,b,c,d € R tels que : Vo € R, a+ bcos(z) +
ccos(2z) + dcos(3z) = 0. En appliquant la relation

- T
précédente en = —, nous obtenons : a —c = 0. En

appliquant la relation précédente en x = 0, nous
obtenons : a + b + ¢ + d = 0 (1). En appliquant la
relation précédente en x = 7, nous obtenons : a—b+
c—d (3). En sommant (1) et (2), nous en déduisons :
a+c = 0.0r a—c = 0 donc nécessairement:a = ¢ =
0. Nous avpns donc au final : b+ d = 0. En évaluant

enfin I'expression en z = E, on obtient : g —d=0.
Ainsi, 2d = —d & d = 0.1l s’ensuit: b = 0, ce
qui prouve la liberté de la famille considérée. Cette
derniere est donc de rang 4.

2. On cherche dans un premier temps des relations

de liaisons évidentes : sin(z) cos(z) =

sin?(xz) = 1 — cos(2x) et cos?(x) = 2cos(2x) — 1.
Ainsi : Vect(I) = Vect(1, sin(z), sin(2z), cos(x), cos(2z)).
Montrons alors que la famille restante est libre. Soient
donca,b,c,d,e € Rtels que:Vz € R, a+bsin(z)+
csin(2zx) + dcos(x) + ecos(2z) = 0. Alors : x = 0

et x = 7 fournissent les relations: a +d + e = 0 et
a—d+e=0.Ainsi,d = 0 et donc e = —a. Ainsi,

Vz € R, a(l — cos(2z)) + bsin(z) + csin(2z) = 0.

En prenant x = g, nous obtenons : 2a + b = 0. En

% sin(2z),

prenant x = — E, nous obtenons : 2a — b = 0. Ainsi,
a = b= 0doncVz € R, csin(2z) = 0. En prenant
par exemple x = %, nous obtenons : ¢ = 0. Au fi-

nal,a = b = ¢ = d = e = 0 est donc la famille est
libre. I est donc de rang 5.

Correction de 1’exercice 6 :

Q1)

Q2

Q3)

L'inclusion Vect (yl 3 Y25 Y35 Y4 y5) C R* estévidente.

Pour montrer 1’autre inclusion, on consideére (z, y, z, t) €
R* et on cherche I'existence de a,b, ¢, d,e € R tels
que: (z,y, 2z, t,w) = ay1 = byz + cys + dys + eys. Le
systeme associé d’inconnues a, b, ¢, d, e a pour ma-
trice augmentée :

1 1 1 2 4 | z
1 _11 ; _02 2 I Z . L'utilisation du pi-
1 -1 1 1 1 | ¢t
vot de Gauss mene a 1’échelonnement :
1 1 1 2 4 | z
1 -1 2 -2 0 | y
1 1 3 0 4 | z
1 -1 1 1 1 | ¢t
1 1 1 2 4 | x
0 -2 1 —4 -1 | y—=z
“Elo 0o 2 —2 4 | z—x
|

0 0 0 4 6 2t—-2y+z—=x

Le systeme est donc de rang 4 avec ¢ pour incon-
nue secondaire. Il n’y pas de conditions de compa-
tibilité, ce qui assure 'existence des solutions de ce
systeme, et donc de a, b, ¢, d, e. Par conséquent, on
peut trouver a, b, ¢, d, e pour lequels: (z,y, z, t, w) =
ayr = by2 + cys + dys + eys, ce qui prouve que
(z,y,2,t,w) € Vect(y1; y2; ys; ya; ¥s)-

Les deux vecteurs sont clairement non colinéaires
donc forment une famille libre.

Etudions la liberté de (z1,22,y1). Soientdonc a, b, c €

R tels que : ax1+bx2+cy1 = 0. On en déduit un sys-

teme homohene d’inconnues a, b, ¢ et de matrice :
1 1 1

g _01 1 . L'utilisation du pivot de Gauss en-
1 1 1
traine 1’échelonnement :
P o
~z |0 =3 =20 0 O0].Cette
5 —1 1 0 0 0
1 1 1

matrice est donc de rang 2 < 3 donc le systéme as-
socié admet une infinité de solutions, ce qui assure
le fait que la famille est liée. y1 ne convient donc pas.

Etudions la liberté de (z1,22,y2). Soientdonc a, b, c €

R tels que : ax1+bxa+cy2 = 0. On en déduit un sys-

teme homohene d’inconnues a, b, ¢ et de matrice :
1 1 1

g _01 e L'utilisation du pivot de Gauss en-
1 1 —1

traine 1’échelonnement :
1 1 1 1 1 1
3 0 -1 0 -3 —4 .
5 -1 110 o e Cette matrice
1 1 -1 0 0 0

est donc de rang maximal 3. Le systéme associé ad-
met par conséquent a = b = ¢ = 0 pour unique
solution, ce qui assure le fait que la famille est libre.
Etudions la liberté de (z1, &2, y2, y3). Soient donc a, b, ¢, d €
R tels que : axy + bra + cy2 + dys = 0. On en dé-
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duit un systéme homohene d’inconnues a, b, ¢, d et

.. 1 1 .. ..
En particulier, ( ) est combinaison linéaire

1 1 1 1 11
) 3 0 -1 2 o ) des deux derniéres matrices. Par propriété,
de matrice : 5 -1 1 3 - L'utilisation du pi- on peut donc l'enlever de la famille généra-
1 1 -1 1 tricede Getona:
vot de Gauss entraine 1’échelonnement : .
G*Vect( 1 (13 )
11 1 1 11 1 1 = e
3 0 -1 2 0 -3 —4 -1
~r . Cette .
5 -1 1 3 0 O 1 0 Finalement, ces deux vecteurs ne sont pas co-
1 1 -1 1 0 0 0 0 linéaires. La famille composée de ces deux vec-
matrice est donc de 3 < 4. La famille est donc ici liée teurs est donc libre, génératrice de G qui est
donc y3 ne convient pas. donc de dimension 2.
D’apres le théoreme de la base incompléte, nécessai- (c) Lintersection F' N G est-elle réduite au vec-
rement, (1,2, Y2, ya) est une base de R*. teur nul?
Correction de l'exercice 8 : W Puisque F' et G sont deux sous espaces
vectoriels de M2 (R), on sait que {022} C
N FNGaG.
Puisque M3 (R) est de dimension finie, nous allons W Réciproquement, soit M € F N G. Ecri-

utiliser la caractérisation des espaces supplémentaires par o .
o . . . vons les conditions que cela impose sur
I'intersection et les dimensions.

, a b
1. Ce sont deux sous espaces vectoriels. En effet, G est M. D'une part, M = (c d) ENASE & =

I'espace vectoriel engendré par trois matrices, par c+d = b+c—d = Oetd’autre part, M =
propriété, G' en est un. En ce qui concerne F, on N 1 -1 1 3\ A+ w —A+3u
peut utiliser les trois points définissant les sous es- 2 1 + 4 1) \ =22 +4pu A+
paces V,ecjcorie.ls. Sinon, on peut en donner une fa- Ainsi, (A + ) — (=22 +4p) + (A + p) =
mille génératrice. 04X —2u = 0et (—A+3u)+ (—2X+
(a b) N (a b) _ (c—d d—c) _ 4p)—(A+p) = 0 < —4X+64 = 0. Nous
c d c d c d obtenons ajors A = u = 0 et M = 0a2.
. (1 —1) d (—1 1) Nous avons donc montré que F NG C
1 0)_, 0 1), {022}
Par définition, F’ est engendré par deux vecteurs : Finalement F' N G = {022}.
1 —1 1 1 3. CONCLUSION. On sait que dim(F') + dim(G) =
F:VGC'G( (1 0)?(0 1)) 2+2=4=dim(M2(R)) et FNG C {022}. Par le

théoreme de la caractérisation des espaces supplé-
et I est donc un sous espace vectoriel de M2 (R). mentaires par l'intersection et les dimensions, on en

2. Calavilons e dhmansion déduit que F et G sont supplémentaires.

(a) Lafamille composée de ces deux vecteurs clai-
. _— ( 1 -1\ (-1 1 )
rementnon colinéaires ( |, " )| o

estlibre, génératrice de F'. C’est donc une base
et F est de dimension 2.

Correction de ’exercice 11 :

(Q1) Testons la liberté de cette famille. Soit (), i, v) € R?

) tel que
(b) Soita,b,c € Rtels que APa + Py + vPe = Ogyx]
a G 1) +b ( 12 _11) 4Fe (111 :1))) = (8 8) Substituons a 'indéterminée successivement a puis
4B _; 0 b puis c. On obtient alors
a c =
- a—b+3c = 0 A=0,u=0,vy=0
a—2b+4c = 0
a+btec = 0 . Par définition, cette famille est libre. De plus, son
a+b+tec = 0 cardinal est égal a 3 et la dimension de R2[X] est
ad “%+2 = 0 & { a = -2 égalea 2+ 1 = 3. Par théoréme, cette famille est une
—3b+3¢ = 0 b = ¢ base de cet espace .
Finalement, la famille est donc liée et de plus, (Q2) Prenons la fonction P : z — z° eta =1,b=2,¢c =
on obtient pour tout réel c : 3.
11 1 1 1 3 0 0\ (Qa) On cherche donc «, 3, v tels que
(-2 & ol e )= (
( (1 1) (—? 1) (4 1) 0 0, P = aPi + BP; +vPs.

On sait que ces coefficients existent puisque
(P1, P2, Ps3) est une base de Ry [X].
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On peut substituer les nombres 1,2,3 a I'in-
déterminée X. On obtient alors

P(l) = a+0+0&sa=1

P2 = 0+8+0sp5=14

PB) = 04+0+v&~v=9
Finalement,

P=P +4P, +9P3

Qb)

2

pour n = 0, on obtient A1 + £ x 0 = 0 & X = 0, puis
pourn=1,A+pu=0& pu=0.

W Cette famille est génératrice et libre, c’est donc une
base de I’ensemble des suites arithmétiques. Cet en-
semble est donc un espace vectoriel de dimension 2.

Correction de 1’exercice 14 :

5 z _ 5 P Py
f4 (z—1)(x—2)(z—3) de = f4 (z—l)(}z:’—Q)(z—B) + 4(2—1)(1—2)(2—3)

"’9(%1)(1732)(%3) dx

_ 51_1 1 9 1
—J4 22-1 42_2+22_3d2?

— [% In(z — 1) — 4In(z — 2)

9 5
+2In(z — 3)]4

N 9
=[5 n(4/3) = 4In(3/2) + S In(2)

(Q3) (Qa) Onsuppose qu'il en existe deux, appelons-les
P et Q. Alors le polynome P — Q) est de degré
au plus 2 et s’annule au moins trois fois, en
a, b et c. Par propriété, ce polynome est donc
le polynéme nul et P = Q.

(Qb) Puisque (Pa, Py, P.) est une base de R2[X] on
sait qu'il existe (o, 8,7) € R? tel que

P:apa‘F/BPb""YPc

En substituant a 1'indéterminée les réels a, b
et ¢, on obtient donc

P(a) = o, P(b) = B, P(c) = v

Puisque f(a) = P(a), f(b) = P(b), f(c) =
P(c), on obtient donc

‘ P = f(a)P. + f(b)P, + f(c)P:

Correction de 1’exercice 13 :

fzf On cherche une famille génératrice. Une suite est arith-
métique si et seulement si il existe (a; b) € R? tels que
Vn € N,u, = a + bn. On remarque que l'on a une
combinaison linéaire : (un)n>0 = a(1)n>0+b(n)n>0-
Les suites (1)n>0 (n)n>0 sont bien arithmétiques de
raison respective 0 et 1. Par définition :

F = Vect((l)nzo; (n)nZO)-
Par propriété, F' est un sous espace vectoriel de E et

une famille génératrice est ((1)n20; (n)nZO)'

On montre que cette famille est libre. Soit A\, x € R
tels que A(1)n>0 + p(n)n>0 = (0)n>0. En particulier,

Q1) dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) >
54+8—12>1.

FNG C Fdoncdim(FNG) <5.Sidim(FNG) =5
alors F' est un sous-espace vectoriel de F' de méme
dimension que F'. Par conséquent : F N G = F.
On en déduit que F' C G. En effet, si z € F, alors
z € FNG € Gcar FNG C G. Contradiction. Par
conséquent : dim(F N G) < 5 & dim(F N G) < 4,
la dimension d'un espace vectoriel étant un entier
naturel.

Q2)

Correction de 'exercice 15 :

Q1) fi =(1,0,1,0) et f2(0,1,0,1) sont non colinéaires
donc linéairement indépendants et appartiennent tous
deux a F.

Avec z = 0ett = 1, nous obtenons : x = 2 ety = 3,
donc le vecteur g1 = (2,3,0,1). Avecz = lett =0,
nous obtenons xz = 1 et y = 2 donc le vecteur g2 =
(1,2,1,0). Ces deux-derniers sont de la méme fagcon
clairement linéairement indépendants.

F et G étant des sous-espaces vectoriels, on en dé-
duit : Vect(f1, f2) C F et Vect(g1, g2) C G. Les vec-
teurs f; et fo étant linéairement indépendants, ces
derniers sont de rang 2 donc dim(Vect(f1, f2)) = 2.
Par conséquent : dim —F) > 2. De la méme facon,
dim(G) > 2.

. {8R4} C G NG car F NG est un sous-espace
vectoriel de R*.

e Montrons que F NG C {8R4}. Soit (z,y, z,t) €
F NG. Le systtme homogene associé aux quatres
équations a pour matrice augmentée :

Q2

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 0 1 0 -1
1 2 3 4|17 lo o 2 3
4 3 2 1 0o 0 0 1

On en déduit un systéme homogene de rang maxi-
mal donc ayant ¢ = y = z = t = 0 pour unique
solution. Nous avons donc montré : FNG C {Opa }.
(Q3) Onendéduit: dim(F+G) = dim(F)+dim(G) > 4.
Or F 4+ G C R* donc dim(F + G) < 4. Par double
inégalité, dim(F + G) = 4. Ainsi, dim(F + G) =
dim(R*) et dim(F N G) = 0 donc F & G = R*.

Correction de ’exercice 17 :
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Q1)

Q2

Q3)

Q4)

Q5)

La matrice nulle est par définition triangulaire su-
périeure et une combinaison de matrices triangu-
laires supérieures stricte est triangulaire supérieure
stricte. On en déduit que 7,;" (R) est un sous-espace
vectoriel de de M, (R). On procede de la méme fa-
con avec 7, (R).

La famille des matrices élémentaires F;; (par exemple
0 0 1
0 0 O
0 0 0
clairement une famille génératrice. Cette derniere est
également libre en tant que sous-famille de la base
canonique usuelle. Par conséquent : dim(7,;" (R)) =

Card{(i,5) € [l; n]*/i <4} =D (G-1)=> j=

n(n—l). E ;

dans M3(R), E13 = ) avec i < j est

On procede de la méme fagon pour les triangulaires
inférieures, en considérant F;; avec i« > j. On en
déduit :

dim(7,"(R)) = Card{(,5) € [L; n]?/j < i} =
n(n+1

ZZ* (2+ )

Si M = (ai;) € T,;F(R) N T, (R), alors : a;; = 0,

aij = 0 pouri > jeta;; = 0pouri < j. Par
conséquent quels que soient ¢ et j, a;; = 0, donc
M = OMn (R))- Ainsi, 7;L+ (R)ﬂﬁ; (R) C {OMn(]R)) }
L'inclusion réciproque étant évidente car un sous-
espace vectoriel (ici 7,;"(R) N 7,; (R)) a toujours le
vecteur nul comme élément, on en déduit le résul-
tat.

D’apres la question précédente,

aim (T ®)+ 7 (®)) = 2=

1
- +n(n+ ) 2

) dim
etdim(7;;" (R)NT,; (R)) = 0 donc: T*(R) 7;( )_
Mo (R).

Nous avons donc dim (7’+

Correction de 1’exercice 18 :

. e Nous avons :

OndJ = JO, = O, donc O, €
c(J).

e Soient M; et M tels que: JM1 = My J et MaJ =
JMs. Alors : J(My + AM3) = JMy + AJM; =
MiJ+AMsJ = (M1+AM2)J donc: M1 +A\M, €
c(J).

Ainsi, C(J) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

Cherchons une famille génératrice de C'(J). On pose

a b c
doncM = (d e f|.Alors,par calcul matriciel,
hoi
i=e=a
JM=MJ<< g=f=b
h=d=c

Ainsi, nous avons :

(R))

2.

=
I
o
2 o
SANN

0 1 0 0 0
=al3+b|(0 O 1]+c|1 O
1 0 O 0 1

S
(9]

=J =J2
On en déduit: M € C(J) & M € Vect(Is, J, J?).
La famille (73, J, J°) est donc une famille généra-
trice de C'(J). Elle est de plus libre car : a + bJ +

cJ? =05 & a b c =03 & a =
c a bb ¢ a
b=c=0.

C’est donc une base de C(J), ce qui prouve que

C(J) est de dimension 3.

(@) Si X? = J,alors: JX = X°X = X3et XJ =
XX? = X® donc: XJ = JX Cest a dire :
X € C(J).On déduit de la question précédente
I'écriture : X = als + bJ + cJ>.

(b) Enparticulier, X? = a*I3+b>J> +c J* +2abJ +
2bcJ® + 2acJ?. Mais : J® = Is et J* = J, donc:

X? = (a®+2bc) I3 + (¢ +2ab) J + (b* + 2ac) J>.
Puisque X* = J et par unicité de la décom-
position dans une base, nous en déduisons le
a’® +2bc =0
systeme: (¥) ¢ c +2ab=1
b? + 2ac =0

En sommant les trois lignes de (*), nous obte-
nons : (a+b+c)?, d’ott les deux cas : a+b+c = 1
oua+b+c=—1.

(c) Sia+b+c=1,alorsc=1—a—betdonc:
a® + 2bc = 0 < a® + 2b — 2ab — 2b* = 0 (1). De
la méme fagon b* + 2ac = 0 donne : b + 2a —
2a® — 2ab =0 (2).

En faisant (1)-(2) et en factorisant par a—b, nous

en déduisons : (a — b)(a + b —2/3) = 0. Nous

avons donc deux cas a traiter :

— a=b.Alors:a® 4+ 2ac=0etc® +2a> = 1
dotta=b=0,c=+louc=+3,a=>b=
—% comme solution.

— Sia+b= 2,alorsc = 1—(a+b) = —1,donc
a est solution de a® + 2bc = 0 ce qui donne
le trindme : a® + %a — %, onen déduit:a =

“1,b=c=—1b=30ua=1c=
_1p=1
3 6"

(d) Tl nous reste a traiter lacasa + b+ c = —1 de

facon similaire : ici le systéme en a et b devient :

a?—2b—2ab—b? = 0 (a), b>—2a—2a* —2ab = 0

(b). Alors : (a)-(b) donne : (a+b)(a—b—2) =0,

ce qui mene encore a deux cas :

— a=—b.Alors:a®> —2ac = Oetc® —2a> =1
dotta = b = 0,c = %1 (déja obtenu ci-
dessus) ou —3¢> = 1 ce qui ne donne pas
de solution.

— Sia= b—|—§,a10rsc =—1l-a-b= —%—Zb,
donc b est solution de b*+2(b+2/3)(—5/3—
2b) ce qui donne le trindme : b* + 2b 4 22
Les solutions obtenues sont au final : b =

V2l vaL o VaT

Sl-Sghe=—3-Tghe=s5t2iTe

V21 V21
ot = === == = =54 e =
. V21
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Correction de 1’exercice 19 :

Q1)

Q2

dim(F N H) = dim(F) + dim(H) — dim(F + H) >
n—1+n—1—ndoncdim(FNH) > n—2.Deplus,
FNHC Fdoncdim(FNH) <n—1.5idim(F N
H) =n—1, alors F'N H est un sous-espace vectoriel
de H de dimension maximale. Par conséquent, F' N
H = H.Alors: H C F. En effet, six € H,alorsx €
HNFdoncx € Fcar HNF C F. F est donc
un sous-espace vectoriel de H de méme dimension
que H (n — 1). On en déduit au final F' = H ce qui
est contraire aux hypotheses. Ainsi, dim(F N H) <
n—1< dim(FNH) = n—2,ladimension étant un
entier naturel.

e <=S5i FE = H®Vect(uo), alors dim(H )-+dim(Vect(uo)) -

netdonc:dim(H) = n — dim(Vect(uo)). Or H #
E, donc il existe ug #
1 ce qui entraine dim(H) = n — 1 donc que h est
un hyperplan de E.

o = H estunhyperplande E. Soitug € E H. Alors
nécessairement ug 7 car ﬁ € H. Montrons
que H + Vect(ug) = E. D'une part, nous avons :
dim(H) = n—1 par hypothese et dim(Vect(uo)) =
1, donc : dim(H) + dim(Vect(uo)) = dim(E).
D’autre part, si z € Vect(uo) N H alors il existe
A € Rtel que z = Aug car € Vect(uo). De plus,
x = Aug € F.Si A\ # 0, alors H étant un sous-

. 1 ..
espace vectoriel, up = —2 € H. Contradiction car

uo € E\H par hypothese. Par conséquent: A = 0
donc z = Aup = 0. Au final, Vect(uo) N H C {0}.
L’autre inclusion est évidente car un sous-espace
vectoriel (ici Vect(uo) N H a toujours le vecteur
nul comme élément). Par conséquent Vect(uo) N

H = {0}.

Finalement dim(H )+dim(Vect(uo)) = n et Vect(uo)N

H = {0} donc: F'& Vect(uo) = E, et ce pour tout
up € E\ H.

Correction de 1’exercice 20 :

(Q1) Cette famille (I,,, M, M?, ..., M™ ) est de cardinal n*+

Q2

Q3)

1 et M,, est de dimension n2. Or toutes les familles
libres ont au plus n? vecteurs. Ainsi, cette famille est
liée.
Par définition, il existe Ao; - - -
que

; Ap2 Non tous nuls tels

Moln 4+ A2 M™ = Opn
On pose P(X) = Xo + -+ A2X" et on obtient
P(M) = Onn.
Par le théoreme fondamental de 'algebre, on sait

que P se factorise par un produit de facteurs irré-
ductibles :

k
P(X) =X [ J(X = pa), e #0

=1

Supposons alors que pour tout p € C, M — pl, est
inversible. On remarque alors que

€ H E,donc dim(Vect(ug)) =

P(M) = Onn = Me(M — padn)- - (M — ply) =
Onn = (M — p1ln) = Onn

en multipliant a droite par (M — pI,) " - (M —
p2l,) . Ceci est absurde et on en déduit qu'il existe
p € C tel que M — pl,, n'est pas inversible.

(Q4) C’estune conséquence du fait de la non inversibilité

de la matrice M — ul,,. Il existe X € My1(C) tel que
(M — pI)X = 01 & MX = pX.

Correction de 1’exercice 21 :

1. Nous avons une famille de degrés échelonnés de

polynomes non nuls. Par propriété, c’est donc une
famille libre de R3[X]. De plus, elle est constituée
de quatre vecteurs de R3[X] est de dimension 4. Par
théoreme, cette famille est donc une base de R3[X].

. Cette fois ci, elle n’est pas de degrés échelonnés. On

remarque que P3 = Py — P1 + P». Cette famille
est donc liée et ne peut donc pas étre une base de
R3[X].

. Cette famille est constituée seulement de 3 vecteurs

etR3[X] est de dimension 4. Par conséquent, cela ne
peut pas étre une base de cet espace. En revanche,
c’est une base de R2[X] (non demandé ici) : Soit
A,y € Ritels que APy + pP1 + vPa = Op,[x].
On substitue successivement les valeurs 1, 2, 0 et on
obtient le systeme linéaire :

w=1) =0
2y = 0
20 = 0

Cette famille est donc libre. Elle est constituée de
trois vecteurs et Ry [X] est de dimension 3. Par pro-
priété, c’est donc une base de Rz [X].

Correction de 1’exercice 22 :

. e FCR,X]

e Si O estle polynéme nul, alors: O(X +1)+0(X —
1) —20(X) =0donc O € F.

e Soit (P,Q) € F?, (\, 1) € R% Alors R = uP+\Q
esttel que: R(X + 1) + R(X — 1) — 2R(X) =
M(P(X +1)+P(X—1)— 2P(X)) + QX +
1)+ Q(X —1) —2Q(X)) = 0+ A0 = 0 donc
ReF.

Les trois points ci-dessus montrent que F' est un
sous-espace vectoriel de R, [X].

e HCR,[X].

e Si O est le polynéme nul, alors : O(1) = 0 et
O(—1)=0donc O € H.

e Soit (P,Q) € H? (\, 1) € R Alors R = uP +
AQ est tel que : R(1) = pP(1) + A(Q(1) = u X
0+ A x 0 = 0. De la méme fagon, nous obtenons
R(-1)=0,donc R € H.

Les trois points ci-dessus montrent que H est un
sous-espace vectoriel de R, [X].
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Enfin, sil’onnote P1 = X, alors Pi(X+1)+Pi(X —
1) —2P3(X) = X + 1+ X — —2X = 0. De méme,
siP, = l,alors Po(X +1) =1, Po(X —1) = 1let
Po(X) =1, d0t Py(X +1)+ Po(X —1) —2P(X) =
0. Ainsi, P, € F, P, € F donc, F étant un sous-
espace vectoriel, Vect(P1, P2) C F ce qu'il fallait
démontrer.

2. ¢ SiP € FNH,alors: P(1) = P(—1) = 0 et

(©) Soit P,Q € E, \, u € K. Alors ()\P+MQ) (@) =
AP (c) + uQ(a) = 0. Ainsi, \P + uQ € E.
Par définition, E est un sous espace vectoriel de
K, [X].

Par la formule de Taylor, P = >°}_, P(kk)!(a) (X —
k

a)”.

P(X+1)+P(X —1)—2P(X) = 0. En substituant PcEoP=04+ Z" P® (a) (X — o)
0 a l'indéterminée X, nous obtenons : = k' ——

_ cE
P(0) = P( 1)2—1— P(1) —o

Alors : P(1) = —P(0) + 2P(—1) = 0. Montrons
alors par récurrence double que la propriété P(n)
«P(n)=0 »est vraie pour tout n € N.

e P(0) et P(1) sont vraies d’apres ci-dessus.

e Si, pour un certain n fixé, P(n) = 0 et P(n +
1) = 0,alors: P(n+2) = —P(n+1)+2P(n) =
0.

D’ot1 le résultat par récurrence.

P étant un polyndme et le polynéme nul étant le
seul polyndme ayant une infinité de racines, on
en déduit que P = 0. Ceci prouve: FFN H C {0}.

e L’autre inclusion est évidente car F' N H est un
sous-espace vectoriel de R, [X].

D’oui finalement; | F' N H = {0}.

3. Pour k € [0; n — 2], Pr = X*(X? — 1) s’annule en
1 et —1. H étant un sous-espace vectoriel de R, [X],
on en déduit : Vect((Pr)kefo; n—2 C H.

4. Lafamille Py est de degré échelonnés non nuls, donc
libre. On en déduit dim(Vect((Pk)kefo; n—2]) = 17 —
1 et donc dim(H) > n — 1 d’apres ci-dessus.
De la méme fagon, 'inclusion : Vect(1, X) C F as-
sure que dim(F') > 2.
Aufinal : dim(F)+dim(H) > n+1.Or FNH = {0}
donc par la formule de GRASSMANN

dim(F N H) = dim(F) +dim(H) >n+1

D’autre part : F + H C Ry[X], donc : dim(F +

H) < n + 1. Par conséquent : dim(F + H) = n +
. FNH={0

1. Finalement : (7 }1)}: dim(Rn[X]) Ce

qui prouve que F et H sont supplémentaires dans

R, [X].

5. Nous savons que Vect(1, X) C F.Deplus:n+1 =
dim(F + H) = dim(F) + dim(H) donc : dim(F) =
dim(F + H) —dim(H) <n+1—(n—1)carn +
1 < dim(H) d’apres ci-dessus. Ainsi : dim(F) <
2 mais 2 < dim(F) d’apres précédemment. Bref,
dim(F) = dim(Vect(1,X)). Or : Vect(1,X) C F,

donc nécessairement : | F' = Vect(1, X).

Correction de 1’exercice 23 :

Nous avons donc montré que ((X —a); (X —

a)") est une famille génératrice de E. De plus, cette
famille est libre en tant que famille de polynomes
non nuls de degrés échelonnés. Nous avons donc
montré que cette famille est une base de E.

Correction de 1’exercice 24 :

Q1)

Q2)

Q3)

Soit ¢ € {1;---;n}. Alors, par la formule sur le de-
gré d’un produit, on sait que deg(L;) = n — 1. Les
racines de L; sont {tx; k € {1;---;n} — {i}}. Puis,
en substituant X par t;, ona:

@ POUR MONTRER QUE DEUX POLYNOMES
SONT EGAUX, ON PEUT MONTRER QUE LE NOMBRE
DE LEURS RACINES EST SUPERIEUR STRICTE-
MENT A LEUR DEGRE.

On pose donc @ = P — Z P(t;)L;.

i=1

ﬁ Soit k € {1;---;n}. On substitue t; a 1'indé-
terminée.

Q(tr) = P(tx) — ZP(ti)Li(tk)

Or L;(tx) estnul lorsque i # k, sinon il est égal
a 1. La somme se réduit donc a P(t;). Nous
obtenons donc Q(tx) = 0. Le polyndéme @ a
donc au moins n racines.

4

De plus :
deg(Q) < max(deg(P);deg(i P(ti)Li) < n.
Par propriété, @ est donc le polyrZ;)lme nul et nous
avons montré que P = i P(t;)L;.

i=1
La famille (L1, ..., Ly,) est une famille génératrice

de R,,—1[X] par la question précédente. Elle est consti-
tuée de n vecteurs et R,_1[X] est de dimension n.

1. On montre les trois points.
(a) F C K,[X].
(b) O]Kn[X] € FE.

Par théoréme, cette famille est donc une base de R,,—1 [ X].

(Q4) Soient P et Q deux polyndmes tels que : Vk €
[1; n] P(tx) = Q(tk) = Tk.
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Alors, d’apres la question 2, P = Z T;L; car
i=1

T; = P(t:;). Mais P(ti) = Q(t;) par hypo-

these, donc :

P = Z Q(t:) L;. D’autre part, toujours d’apres
=1
la question 2, Q = Z Q(t:)L;. Par conséquent :
=1l

P = @ ce qui prouve "unicité d'un polynéme
P tel que : Vk € [1; n] P(tx) = Tk.

Pour ce qui est de I'existence, en posant P =
Z P(t;)L;, on obtient bien un polynéme qui

i—1
vérifie : Vk € [1; n] P(tx) = Tr d’apres ci-
dessus.
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