Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

TD 21
( Développements limités

LES INCONTOURNABLES

Relation de négligeabilité

Exercice 1 : Classez les suites dont les termes généraux sont les suivants dans 1’ordre de négligeabilité :

(Q1) 1, L lon Inn 1 (Q2) n,n%nlnn,/nlnn n?

Y Inn

Apprendre a calculer un développement limité en 0

Exercice 2 : [corrigé]  Donner les développements limités en 0 dont I’ordre est précisé

(@) DL4(0) de f(x) = sin(x) + cos(z); (b) DL4(0)de f(z) =In(1+x) — (1+2)?;

3
() DL4(0) de f(z) = vz +2; (d) DL4(0) de f(x) = <1fx> z
DL,(0)d (P, f) DL,(0)d — L ;
(e) DL4(0) ef(w)—n(xH), () DLy(O) de f(@) = ==y
(§) DLy(0) de f(x) = ———; (h) DLy(0) de f(z) = 2T
+z X

(i) DL1p(0) de f(z) = / et gy,

0

Exercice 3 :  [corrigé]  Calculer les développements limités en 0 suivants dont on indique dans 1’ordre,
'ordre de ce développement limité et enfin la fonction :
@3, z—=(1+VI+z+V1I-2)% (c) 4, x — \/cos(z);
1
d) 4 — ;
(b) 6,2 — In(cos(x)); @4, @ 4 + sin(z) — 3cos(x)’

Apprendre a calculer un développement limité en a # 0

Exercice 4 : [corrigé]  Déterminer les développements limités des fonctions f suivantes :

(@) DL3(2) avec f(z) = €*;

; (¢) DL3(w/3) avec f(x) = sin(z).
(b) DLy(2) avec f(x) = v/
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Un développement limité a ’ordre n

€$

x+1

1. Montrer que f est dérivable sur R — {—1} et vérifier que f est solution de 1’équation différentielle :
(z+ 1)y +y=e"

Exercice 5 : [corrigé]l  On pose: f(z) =

2. Justifier que f admet un développement limité n’importe quel ordre en 0 et calculer ay. On note :
n+1

Poii(z) = Z axx" la partie principale du développement limité de f en 0 et on considére n € N*.
k=0

3. (a) Exprimer en fonction de ay, et a4 la partie principale du développement limité a 1’ordre n en 0

de (z + 1) f'(x).

(b) Déduire des deux questions précédentes que Vk € [0; n], ary1 + ar =

(E+1)
k-1
(c) Pour k > 1, exprimer simplement Z(—l)p (ap+1 + ap) en fonction de ay, et en déduire que aj, =
p=0
P
— )"




Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

POUR S’"ENTRAINER

Relation de négligeabilité

Exercice 6 : [corrigé]  Soit o € R. Trouver I'ensemble des valeurs de « tels que
In(n) 1,1 In(n)
o) = o( )

Un développement limité curieux

1
Exercice 7 : Soit f la fonction définie sur R*, par f(z) = exp (——> ,x > 0.
T

(Q1) Montrer que Vn € N, f(z) = o(z")

z—0

(Q2) fadmet-elle un développement limité en 0? Si oui, déterminer sa partie réguliere.

Apprendre a calculer un développement limité en 0

Exercice 8 : [corrigé]  Donner les développements limités en 0 dont I'ordre est précisé
. 1+z
(@) DL4(0) de f(x) =sin(z +7/7); (b) DL4(0) de f(z) =1In (1 > ;
— X
1
(c) DL7(0)de f(z) = (1 — cos(z))(1 —ch(x)); (d) DL4(0)de f(z) = = 5
(e) DL4(0) de f(z) = 2> — (Arcsinz)?; (f) DL1o(0) de f(z) = ((chz — cos z)(shz — sinz))?;
(8) DLy(0) de f(x) = (sin(x))".
Exercice 9 :  [corrigé] Calculer les développements limités en 0 suivants dont on indique dans 1’ordre,
'ordre de ce développement limité et enfin la fonction :
53 2 1/z
@ 4. x_”n(smx>; b) 3. m—)ln(l—i— x >; © 3, x— (1+az)/
T 1+

Apprendre a calculer un développement limité en a # 0

Exercice 10 : [corrigé]  Déterminer les développements limités des fonctions f suivantes :

(@) DLs(1) avec f(z) = hlg(cx); (b) DL5(1) avec f(z) = Arctan(x);

Régularité et dévelopement limité
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1
Exercice 11 : On pose f la fonction définie sur R* par f(z) = 1+ 2 + /2 cos <—>
T
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f ce prolongement.
2. Montrer que f admet un DL5(0) que 'on explicitera.

3. Montrer que f est dérivable en 0 mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Quelques développements limité a I’ordre n en 0

_— . - 2
Exercice 12 : [corrigé]  On note f la fonction définie par f(z) = T
1. (a) Montrer que f est de classe C*° sur R.
(n)
(b) On pose: a, = f '(0) . En utilisant la formule de Leibniz et f(x) x (e* + 1) = 2, montrer que :
mn.

n—1

1 ag
Vn e N, a, = — = .
neiha 2}%@-@1

(C) Calculer ap,a1,a2,as3, a4.
2. (a) Justifier que f admet un développement limité a n'importe quel ordre en 0 et donner le dévelop-
pement limité a 'ordre 4 en 0.

A

(b) python Ecrire un programme en Python d’argument n et retournant la liste des n + 1 termes de
la partie principale du développement limité de f en 0. (On pourra utiliser la commande factorial
présente dans le module math)

Quelques applications des développements limités

(n+)z _ 1
Exercice 13 : [corrigé]l  On note f la fonction définie sur R* par: f(x) = 6171
e p—

1. Déterminer le développement limité a ’ordre 3 en 0 de f.
n

2. Pour x € R*, calculer Z ¢"® et en déduire une autre expression du développement limité a 1’ordre 3

k=0

en0de f.

3. En déduire la valeur de Z k3.
k=0
: — 1
Exercice 14 : [corrigé]  Onpose: f(z) = 1 .
— X
1. Montrer que f est de classe C™ sur R — {1} et calculer f'(z), ainsi que f©®)(z).
1 1

2. En déduire les développements limités a 1’ordre n en 0 de A= et de A=

3. On note P, la partie principale du développement limité de f" a I'ordre n en 0.
(a) Rappeler I’expression du produit de deux polyndmes P et ().

1
(1—a)t

T

(b) Endéduire, en remarquant que = f'(z)x f'(z), une autre expression du développement

limité a I'ordre n en 0 de

(c) En déduire une expression simple de Z k2.
k=1
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:g Indications

Correction de 1’exercice 2 :

(@) f(z) = +$—%a: —é +i$4+00( ),
(b} flm)=—1— & — Ja® + 32° — 12" + oo(z*);
(©) f(2) = VZ+ o — Za? + Yra® — HZa' + oo(a');
(d) f(z) = x3+3x4+oo(a¢4

3

©f@=-a+3e 1o’ Lot boi);
(f)f(w)*—a—lzx—Bgf — 167 —5133 +00(z%);
r)=14sx+ 2x x° + o ;
Eﬁg}céwg—l—fm—i—lsﬁ—l;%—i— :L‘ 0—(—3;) + 2%+ 00(2%);
g B 7331 4 57 010 !
(@) f(z) =z — gz° + 5= _563'$ +1444'$ + oo(z™).

Correction de 1’exercice 3 :

@ f(2) = } + 5 + o (@);
© fe) = L s - £2° + oe);
© f@) =1 4o — Sot + oo (a);

Correction de 1’exercice 4 :

(@) f(x)

ks
) 1@ = v+ L@~ L2+ L w27+
o(x — 2)%);
@@ =215 -2 -3 k-5

Correction de 1’exercice 5 :

1. Par opérations usuelles sur les fonctions dérivables,
f est dérivable sur D = R — {—1} et pour tout = €

D/
fi(z) = ez(fx—:_lz); e .Ainsi, (z + 1) f/'(z) = €* —
S dou: (z + 1f (2) + (&) = ¢

2. exp admet un développement limité a n’importe
quel ordre en 0 et z — x + 1 aussi et ne s’annule
par ailleurs pas en 0. Par quotient, f admet un dé-
veloppement limité a nimporte quel ordre en 0 et

on note :
n+1

x) = Z arz® + oo(a™).
k=0

Nous savons par ailleurs que ap = f(0) = 1.

3. (@) (z+1)f(z) =xf (z) + f'(x). Or f étant déri-
vable et f’ admettant un développement limité
par opérations usuelles, nous savons par inté-
gration d'un développement limité que :

F'@) = (k+ Darp1z® + oo(a™).

k=0
Pour obtenir le développement limité a I'ordre
n de z f'(z), on utilise le développement limité
al'ordren — 1 de f’ donc:

xf'(z) = z (Z(kJr Daraz® + oo(x"1)> =
k=0

Z (k+1)ags 12" +0o(x™). En faisant un glis-

k=0
sement d’indice au niveau de la partie princi-

pale, nous aboutissons a :

Zkakm + oo(w Zkakx +

oo(z").

Par somme :
n

@+ Df (@) = > ((k+ Dagsr + kag)z"

k=0

Zakx —+ oo

On déduit de la questlon précédente le déve-
loppement limité a l'ordre n en 0 de :

(b) Puisque: f(z

n

(@@ F l)f'(a:) (@)= Z((k + 1Dak+1 + kar +

k=0
n

ar)z" + 0o(z™) = Z(k + 1)(ars1 + ax)z® +
k=0

oo(z™).
D’autre part 3

Z F+00 r: (z+1)f'(2)+ f(z) =

e’, donc par unicité du développement limité a
I'ordre n d"une fonction, on en dedult

VEk € [0; n](k + 1)(ak+1 + axr) = k:" donc :
1
Vk € [0; n](art1 + ar) = ] car (k +
k! = (k+ 1)L
k—1
(c) Par télescopage, pour k > 1, Z Plaps1 +
0
k—1 "
ap) = ) (=1 ap—(=1)"ap+1) = ao—(~1)"as.
p=0
Or, puisque : ap1 +ap = ﬁ, Nnous avons
également :
k—1 k—1 k —1
(=1 (1)
S (1P (apratan) = 3 -3 .
= e+ =
Ainsi :
k _1\p—1
ao — (—1)*ay = Z % c’est a dire :

p=1
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k et ko (_qyp
(—D)*ay, = Z :1+Zl(p!) =
k(1)
Z)(p‘)
Au final :
k LY

-Pp
ce qui donne en multipliant par

f\’ﬁ
Mw

) et en constatant que : (—1)7? = (—1)":

Correction de 1’exercice 6 :

In(n) _ o(i) -

n ne

In(n)/n L0 In(n)

1/ne nlia—>0<:>1—a>0

par croissances comparées.

par croissances comparées.

Correction de 1’exercice 8 :

_ sin(;‘r/'?) '1:2 _ cos(é'r/'?) 333 +

(@) f(z) = sin(xw/7) +cos(n/T)x
sln(Tr/'?) 4+0 ( )
®)F(@) = 20+ 22” + oo(e?);

(© f(z) = —z2*

@) f(z) = 2 — 242 +3‘/_:r + oo(z*);
(e)f(x):_% +00( )r

6 f(z) = 52'° + 00(z');

(8 f(z) =2 — {2° + 0o (2”);

Correction de 1’exercice 9 :

4

@ f(x):—éwQ—erOO( 3,
(®) f(2) =a* -2’ +—a: +oo(a");
() f(z) =e— tex + 461‘2—%62? + 0o (2?).

Correction de 1’exercice 10 :

@) f(z) =z — 1—%(1—1)2—1-%(m—1)3+01((:r—1)3),
(11;)5)10(1) £ — Sl P b= U — ella— D -en (o=

Correction de 1’exercice 12 :

1. (a) f estde classe C*° sur R par quotient de fonc-
tions de classe C*° sur R dont le dénominateur
ne s’annule pas.

(b) On écrit: f(x)(e” + 1) = 2. Ainsi, si l'on pose
h(z) = e” + 1 et que I'on considére n € N*, en
utilisant la formule de Leibniz :

k=0
R R (z) = hOz) = e* + 1etsik # n,
=B (z) = hO(z) = e®. On coupe donc la

somme en deux :

n—1
> @ FP@)e” + £ (z)(e” + 1) = 0. En
k=0
évaluant cette expression en 0, nous obtenons

®) (0
o= 100,

)
)

>

k=0

klar + 2nla, = 0. En utilisant le fait

= Z— n — k)|, il vient :

AA

—1

n! — + 2nla, = 0 et donc en divisant
0
pa !
=
w-3¥
k=0
aop 1 ao
(© a0 = 1,01 = _%F = _%, az = —5(5 +
ai
) =0
o= (22 2 Gl
2T T2\l 1! _24’
o 1 aop
as = — 2(4,+§+—+ 2y —o.

2. (a) f estde classe C*° sur R donc admet un déve-
loppement limité en 0 a n'importe quel ordre
d’apres la formule de Taylor-Young. De plus,
toujours d’apres la formule de Taylor-Young :

f(x) = ao+a1z+azx® +asz® +asz +oo(z?) =
1_l$+il’ + 0o(z™)
2 2 .
(b)

Correction de ’exercice 13 :

1. Nous avons :
f(@) e o v
n+1)* 5, (n+1)7° 5 (n+1
(n+ 1z + W SE ¥ 4k
2 6 24
T+ 332 + 323 + o5at + 0o(z)
(n+ 1)’ (n+1) EEGERN
2 2

z* + 0o (2z*)

1+

2* + oo(2®)

= (n+1
( ) 1+ 32+ x2+214x3+oo(x3)

1 1
I, = avec
1+%x+éx2+ﬂx3+oo(:€3) 1+u
u= 3z + :2° 4+ 552" + oo(2*). Puisque u est bien
proche de 0 lorsque = est proche de 0, nous pou-

1
vons utiliser le développement limité en 0 de T
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ce qui donne : pement limité de ﬁ, et donc :
1 —x
=1—utu?—ud+ n
14 1z + t22 + L3 + oo(a?) 1 72(k+1)(k+2)(k+3)xk+0 (™)
5 : T—a)t 6 0
oo(u?), avec: ( ) =
v =12 (14 %x + 5a® + 00(:22))2 +o00 )
:i12(1+§x+oo(m)) 3. (a) SiP:Zaka etQ:Zb—ka,alors:
— i:L,Q 4= %ZL’ + 09 (1:3) +k:O k=0
et: = k
PQ = x*, = bh—p-
TR %1»‘3 (1+iz+ 52>+ 00(1»‘2))3 Q ;ck NS @ Z;)ap k—p
5 — =
= gfL’ (1 + 00(1)) 1
= 22° + oo(a?). (b) Par calcul algébrique : Aoy = f'(z) x
Au final : f'(z)
1
Or f'(z) = Pp(z) + oo(z™). On sait donc que
2 3 3
BN S R G T J'(2)  f'(2) = Qu(x) +00(") 0 Qu corres-
= 1-32- 30" - 50 + 307 + §2° — 52° + 00(a”) ond au polynéme P, x P, t éalord
) . p polynéme P, x P, tronqué al’ordre
= 1—51:—&——13 + oo(z°) o
+oo k
@) sdlomes Ainsi, Puisque : P, P, = Z Z(p + 1)(k —
| (Hl)(H(n;l) +(7l;1)2 2, (n +1) 28+ oo (29) (pgﬁiL + o0(a?) k=0 p=0
= (,L+1)(1—%Jy+iwz+M n_+12+n+1 ot e <"+1 ("+1) 3 1 o p+1)$k
z 12 2 4 6
- (e (] et 1—3(71+11)2+2(n+1 . (n+1) 2n ;41)“(”“) B aftd 3)) Par conséquentn:
< (10 S D 0 )| F@f@ =33 @+Dk-p+la"+
n n k=0 p=0
2. V& € R* Z ok Z (eZ)k = f(x).Or: oo(z™), ce qui en accord avec la remarque du
e —a début de la question fournit une expression
2,2 3.3 . At 1 .
Wk € [0 n]; e = 1+ ko + k‘z k +oo(a?), du développement limité de W :

2 6
donc :

n

n 2 o p+ 1k —p+ 1)z*
oS () e b () () e o - B2

k=0 00 (:L‘")
3. Par unicité du développementlimité al’ordre 3 d"une (c) Les questions précédentes donnent deux ex-
fonction en un point, on en déduit : pressions du développement limité a I'ordre
st (n+1)(n*(n+1)%) nen0de %.Parum’cité:
k
(k+1)(k+2)(k+3)
+1)(k—p+1) =
et ce pour tout k € [0; n].

Correction de 'exercice 14 : En particulier, pour k = n: Z p+1{n—p+

(n+)n+2)(n+3)

1) = 5
1. Par quotient, f est de classe C*surR — {1} et: Or i(p + ) —p+1) = ni(p +1)
6 ' B a
Va € R—{l}, fl(iE) ( )27f ( ) W p=0 — p=0
2. On sait que f admet un développement limité a Z(p +1(p—-1)=n Zp Z p-—1) =
l'ordren + 1 en 0 qui est : p=0 p=0
n+1 n+1 / nn+1)(n+2) St (n+ 1), o0 Sn =
Z z" + 0o .De plus, f" admet un dé- N 2
2 2 5
Veloppment limité a 1’ordre n par produit de fonc- Zp - [P comsaguzni -
tions. Par intégration d"un développement limité : P :(1) ) D+ (n+3
) R TCE VORI U R L)
F/@) = Sk + et + o). hi1 2 6
k=0 = (3n® +6n+6 — (n+2)(n+3))
Par ailleurs, toujours par le méme principe d’in- n+1 n(n+1)(2n + 1)
tagrétion d'un développement limité, on sait que =G (2n® +n) = % :
F@ (@) =3 (k+1)(k+2)(k + 3)z" + 0o(a").
= * * *

Ceci nous donne donc une expression du dévelop-
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