Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

TD 15
( Dérivabilité et régularités d’ordres supérieurs

LES INCONTOURNABLES
- Ftudes de régularités de fonctions -

Exercice 1 : [corrigé]  Déterminer les valeurs de a, b et ¢ pour que la fonction f définie sur R, par:

i0<z<1 . . -
flx) = { c\z/_xe +S;x ;Cw “sinon soit continue sur R et dérivable sur R .

Exercice 2 : [corrigé]  Montrer que * — 2% In(z) se prolonge en une fonction de classe C! sur R.. Le
prolongement obtenu est-il deux fois dérivable en 0?

. . I e L1 —» R
Exercice 3 : [corrigé]  Soit f : v > zArcsin(l — 22)
(Q1) Montrer que f est continue sur [—1;1].

(Q2) Montrer que f est de classe C*° sur [—1;1] — {0}.

(Q 3) Montrer que f est de classe C* sur [—1;1].

- Utilisations des théoremes classiques sur la dérivabilité -

Exercice 4 : Soit f : R — R dérivable et dont la dérivée ne s’annule pas. Montrer que f n’est pas pério-

N

dique. ) _On pourra raisonner par l’absurde et supposer que f est T" périodique.
“\ 1
Exercice 5 : [corrigé]  On pose: u, = Z T
k=0
1

70102 < arctan(a + 1) — arctan(a) < o

2. En déduire que la suite (uy,)nen est convergente et donner un encadrement de sa limite ¢.

1. Montrer que pour tout a >0,

- Calculs de dérivées n-iemes-

Exercice 6 : [indications] [corrigé]  Déterminer f(") pour les fonctions f ci-dessous :

(@) f(z) =ze™  (b) f(z) =2, (o) f(z) = " In(z).

Exercice 7 : [indications]

est de classe C*° sur un ensemble D

1. Pour a € R*, justifier que la fonction définie par : f(z) =

que l'on précisera et calculer f(™(x) pourx € D etn € N.

2. En déduire une expression simple de la dérivée n-eme de la fonction d’expression : T 1
1‘ _

3. Retrouver le résultat ci-dessus en appliquant la formule de Leibniz.
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POUR S'ENTRAINER
- Ftudes de régularités de fonctions -

Exercice 8 : [corrigé]  Etudier la continuité et la dérivabilité sur leur domaine de définition des fonc-
tions suivantes :

Q1) fi(z) = Arcsin(1 — 2?); (Q3) f3(w) = Arcos(giz);
(Q2) folx) = Aresin?YZ; (Q4) fu(x) = cos /7.
Exercice9 :  [corrigé]  Ftudier I'ensemble de définition, le prolongement par continuité de la fonction,

et la dérivabilité de celui ci pour la fonction z — z*.

. . . 1
Exercice 10 : [corrigé]  On pose f la fonction définie sur R* par f(z) = 1 + 2 + 2°/2 cos (—)
X

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f ce prolongement.

2. Montrer que f est dérivable en 0 mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Exercice 11 : [corrigé]  Déterminer les valeurs de a, b et ¢ pour lesquelles la fonction définie sur R

par:
e?six <0
f(ac)—{ ax’? +bx +csiz >0

est de classe C? sur R. La fonction f est-elle trois fois dérivable sur R?

Exercice 12 : [solutions]  Etudier la classe des fonctions suivantes :
Q1) f(z) =22In(x)siz >0et f(z) =0siz <0
(Q2) neNgy(x)=a"siz>0etg,(x) =0siz <0

- Utilisations des théoremes classiques sur la dérivabilité -

Exercice 13 : Soitn € N*, a < bet f : [a,b] — R une fonction n fois dérivables. Montrer que :

fla)=f'(a) = f"(a) = ...= f*V(a) = 0et f(b) = 0= e €]a, b, fM(c) =0

Exercice 14 : Soient z € R* et ¢ la fonction définie sur R par o(t) = e* =" — (1 +(z—1t)+ (x_Qt)Q) —A(x_Gt)S,
avec A e R.

1. Déterminer une condition sur A pour que ¢ vérifie les conditions du théoreme de Rolle sur [0; z]. On
suppose dans le suite que cette condition est vérifiée.

2. Vérifier que ¢(z) = ¢'(z) = ¢"(x) = 0. En déduire l'existence de ¢ €]0; z] tel que ¢® (¢) = 0, puis :
A=e""¢.

x3e”

3. Al’aide des deux questions précédentes, montrer que pour tout 2 € R* , 5

ef—(1+m+%2>(§
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Exercice 15 :

Soit f : R — R, dérivable, telle que Erf flx) = 4/1
lim f(z) = +oo, montrer qu’alors 3c € R, f'(¢) =0

T—r—00 2

a3 )12 Y

Exercice 16 : . Soit g : R — R de classe C? telle que g(0) = g(3) = 0 et g(1)g(2) < 0. Montrer que g”
s’annule.

Exercice 17 :
1. Soit f : R — R dérivable. Montrer que si f’ > 0 alors f est injective.

2. Soit f : R — R de classe C!. Montrer que si f est injective alors f’ ne s’annule pas et f est strictement
monotone.

Exercice 18 : En appliquant l'inégalité des accroissements finis, montrer que

Ve > 0,0 <e® —1< xe”.

Exercice 19 : [corrigé]  En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

1
27 001)Y/3 — 30| < ——.
(27 00 =30 < o

11; 40 — R

Exercice 20 : [corrigé]  Soit f : z — In(ln(z))

(Q1) Soit k € N—{0;1}. Montrer que

1 1
<In(In(k+1)) — In(In(k)) <
G D) S mintke+ 1) = In(n(k)) < ras
~ 1
(Q2) En déduire que la suite de terme général :kzzz K0k diverge.
Exercice 21 : [corrigé]  Soit ug € R. On définit une suite (up )neny par:vn € N, w,y; = ¢

etn +1°
(Q1) Montrer que : Vn € N*, wu,, € [0, 1].

(Q 2) Montrer qu’il existe un unique o € R tel que

= ! 1].
pro— aetquonaa €]0,1]
1
(Q3) Montrer que:Vn € N, |u,y1 —al < Z\un —qf
1 n
(Q4) Endéduire que:Vn € N, |u, —a| < (Z) lup — af

(Q5) En déduire que (uy,)nen converge et déterminer sa limite.

3
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- Calculs de dérivées n-iemes-

Exercice 22 :  [corrigé]  Calculer les dérivées successives des fonctions suivantes :
(Q1) f(x) =cos’x

Q2) g(x) = 132

Q3) h(z) =x(x—2)"(p €N).

P,
n(7) — ol1 P, est

Exercice 23 : Démontrer que pour tout entier naturel n € N* et x € R, arctan™ (z) = Aty
x

une fonction polyndmiale. Donner une relation entre P, ; et P,.
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Exercice 24 : [corrigé]  On considere la fonction définie sur R* par : f(z) = e~ /7*,
1. Montrer que f est de classe C* sur R*.
1

2. Montrer que pour tout n € N* et z € R*, f"(z) = P, (—) ¢~1/%, o1 P,, est une fonction polyno-
T

miale. En déduire lim £ ().
z—0

3. On pose : P(n) « f(® admet un prolongement de classe C'* sur R en posant : £ (0) = 0 ». Montrer
par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

4. Montrer que f admet un prolongement de classe C*° sur R.

- Divers -

Exercice 25 : [corrigé]l  On cherche a déterminer toutes les fonctions f : R — R continues sur R,
dérivables en 0 et telles que Vz € R, f(2x) = 2f(z).

1. Soit f une fonction vérifiant la relation ci-dessus.

(a) Déterminer la valeur de f(0).

x . p T,
(b) Pour z # 0, on pose : g(z) = M Vérifier que g admet un prolongement par continuité sur R
T
que l'on précisera et que I’on notera encore g.

(c) Montrer que pour toutn € N, g(z) =g ( x ) En déduire I'expression de f.

on

2. Etudier la réciproque.
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Au final, f est continue sur R et dérivable sur R si et

fatbte=1 c=1+a
seulement51{2a+b:% (:}{b:%—Za . Les
:5 Indications fonctions qui conviennent sont donc les fonctions de la

Exercice 6 : (a) Formule de Leibniz car on sait calcu- forme: f(z) = { \/52 Sl? ol L )
ler les dérivées n-emes de chaque terme du produit. az’ + (3 —2a)e+ 3 +a sinon
On obtient une expression trés simple car les déri-
vées successives d'un polyndmes d’annulent a par-
tir d"un certain rang.

(b) Méme chose qu’au (a). Correction de I’exercice 2 : La fonction, appelée f, est dé-
(c) Meme chose qu’au (b). finie sur R et est de classe C' sur cet ensemble en tant
que produit de fonctions qui le sont. Etudions la en 0.

Exercice 7 : Pour la seconde question, on pourra pen- O lim f(z) = 0 par croissance comparée.
z—0

ser a faire une décomposition en éléments simples. ) .
f est continue sur R}

f admet 0 pour limite en 0.
est prolongeable par continuité en 0. On note son pro-
longement f et il est définie par :

O Ona: ‘ . Par propriété, f

Solution de 1’exercice 12 :

1. De classe C" sur R mais f’ n’est pas dérivable en R, — R

0.Eneffet, f'(z) = 2z In(x)+xsiz > 0, f'(z) =0 fr fz) si x>0

sinon. Vous faites le taux d’accroissement de f’ z = { 0 si z=0

en 0 et vous obtenez une limite & droite de 0 égale

a —oo. O Montrons que f est de classe C* sur R. On utilise le
2. Lafonction g est n— 1 fois dérivable (propriété du théoréme de prolongement de classe C' d’une fonc-

— n! e o

cours) et g"" V) (z) = =" (=1 — plg tion.

siz > 0et g™ V(z) = 0 sinon. Et ¢" ™ est e f est continue sur R

continue sur R. Or g("~") n’est pas dérivable en e festde classe C' sur R%

0 car elle est dérivable a droite, de nombre dérivé o Vz > 0,f(z) = 2zIn(z) + 2° x 1 = 2zIn(z) +

égal a n!, dérivable a gauche, de nombre dérivé z. Donc lim f'(z) = 0 par croissance comparée et

égal a 0, ces deux nombres dérivés étant distincts. o, O ..

- opération sur les limites usuelles.
Dong, g est de classe C" ™.

Par le théoreme de prolongement de classe C 1 on en
Correction de 'exercice 1 : déduit que f est de classe C" en 0 et que f'(0) = 0.

O Puisque lim f'(z) = 0, la fonction f’ est continue en 0.

e Par opérations élémentaires sur les fonctions continues, e=0

f est continue (et méme de classe C*°) sur R} — {1}.

Ainsi, f est continue sur R si et seulement si f est conti-

nueen 1, c’estadire lim f(z) = lim f(z)= f(1).Or
z—1t z—1—

Ainsi la fonction f est de classe C* en 0 et de classe C! sur
R . Elle est donc de classe C" sur R;.

lir?Jr flx)=1, lir? f(z) =a+b+cet f(0) =1.Onen Correction de 'exercice 3 :
r—r x—1"

déduit‘ f continue sur R si et seulementsia +b+c=1. ‘

e On suppose maintenant a + b+ ¢ = 1. Puisque f est dé- : 4 g
el g B — (1 el e 07 s B, allos F s 1. CONTINUITE. La fonction  — 1 — 2 est conti

dérivable sur R’ si et seulement si f est dérivableen 1, rj;ue Sur [t_l; 1]t.et a valeursi .dlan; [01]. La fgtr} ction
() — £(0) by ) = f(O). rcsin est continue sur [—1; 1]. Par composition, f

cestadire: lim 22— — est continue sur [—1; 1].

z—1+ T z—1— T
) » 2. Classe C*. En tant que fonction polynomiale, la
Or, f est continue sur |0; 1], dérivable sur |0; 1] et fonction © ~— 1 — z? est de classe C*° sur [—1; 1].
lim f'(z) = 1 puisque Yz €, ]0; 1], f(z) = v/ donc Mais la fonction Arcsin est de classe C*° sur |—1; 1].
== . 1 11 faut donc enlever les valeurs de x pour lesquelle
Vz €, 10; 1, f'(z) = =—=. D’apres le théoréme de li- 1—2? = £0 < = = 0. Ainsi, la fonction f est de
2 lasse O 1,1] — {0
~ o @ —f0) 1 classe sur [—1;1] — {0}.
mite de la dérivée, zlinll, s 9 3. On dérive la fonction f et on obtient :
2
. ~ : - Vz € [-1;1]-{0}, fl(z) = 1-—222_ = — &
De méme, f est continue sur [1; +oo[, dérivable sur [ |={0}, f' (=) V2e?—at 2|V2 =22

. 1 / —_— 3 . -5
15 +oof et zlinllJr f(z) = 2a+bpuisqueVz €, [1; +oof, f(z) = Par opérations usuelles on obtient deux limites a

ax® + bx + c donc Vz €, ]1; +oof, f'(z) = 2ax + b. droite et a gauche égales & Arcsin(l) = % Par le

D’apres le théoreme de limite de la dérivée, lim f@) = /0) théoréme de prolongement de classe C* (dont les
r—1+ T h the t bi ATifia ) déduit
% +b. ypotheses sont bien vérifiées) on en déduit que f

est de classe C* sur [—1; 1].
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Correction de 'exercice 5 : (b) La fonction est de classe C° sur R en tant que produit

I'encadrement : Arctan(n + 1) < up.

1
Vke N, ———
* = + (k+1)2
> T
2
— 1+ (k+1)
= 1
Or, par glissement d’indice, kZ:O m =
n+1
1 1 1
= —1
Z 1+ 42 Z 1+/ T1+mei?
en dedulsons donc l’encadrement :
unp < Arctan(n+1) + 1 —

n

.Nous

1+ (n+1)2°

Maintenant, le deuxieme encadrement entraine que
la suite (un) est rnajorée car Vn € N, Arctan(n +

1)+1— T +1.D’autre part: (uy) est

1+ (n+ )2*2

croissante car : Un+1 —u 5, ce qui est

"T 1t (ntl)
positif. D’apres le théoréme des suites monotones,
on en déduit que (un) converge vers un réel £. En-

fin le passage de l'inégalité : Arctan(n + 1) < u, <

Arctan(n+1)+1— fournit I'encadre-

1+ (n+1)2

™ ™
t: = <i< —+1.
men g S 72+

Correction de 1’exercice 6 :

(a) Lafonction est de classe C* sur R en tant que produit

de fonctions qui le sont. Par la formule de Leibniz ap-
pliquéea u : x — x et v = exp, on en déduit: Vo € R :

(uxv)™ (z) =

= ‘ zexp(x) + nexp(z) ‘

< arctan(k+1)—arctan(k) =

< i (arctan(k + 1) — arctan(k)).

kZ:O <k> u™ (2)xv™F) (2) = <0> u(z) exp

Q2) h(x) =

de fonctions qui le sont. Par la formule de Leibniz ap-

e Le nombre k(z) a un sens si et seulement si /z
est définie. Ainsi, I’ensemble de définition de &
est R;.

e On sait que z — +/x est continue sur R et son
ensemble d’arrivée est R . De plus, cos est conti-
nue sur R. Par le théoréeme de composition, k est
donc continue sur R .

e On sait que z — +/z est dérivable sur R} et son
ensemble d’arrivée est R%} De plus, cos est déri-
vable sur R. Par le théoreme de composition, k
est donc dérivable sur R .

e On l'étudie en 0 désormais. On applique le théo-
reme de la limite de la dérivée. On a :

O k est continue sur R
O k est dérivable sur R4 — {0}
O vz e RL

¥(o) = 3= X (~sin(va)) = — o)

0 = 1. Par le

Or lim v/z = 0 et lim
z—0 X—=0
théoréme de composition,
A
lim k(@) = 5
Par le théoréeme de la limite de la dérivée, la fonc-
tion k est dérivable en 0 et k'(0) = L.

2
Arcos(+ @)

e Lenombre h(x) a un sens si et seulement si —1 <
Chlw < 1 et ch(z) # 0. Or on sait que Vz €
R,ch(z) > 1. Ainsi, I'ensemble de définition de
h est R.

e On sait que z — h( y est continue sur R et son
ensemble d’arrivée est |0; 1]. De plus, Arcos est
continue sur [—1; 1]. Par le théoreme de composi-
tion, h est donc continue sur R.

pliquéeaw : x +— z? etv : x +— exp(—2), on en déduit:
1. Sur I = [a; a + 1], la fonction : f(z) = Arctan(x) T AL
est dérivable et de plus : f'(z) = 112 Puisque : (uxv)™ (z) = Z n u® () xv ™R () = Z n u® (2)x (—1
I/ (z) est positive, nous avons |f'(z)| = f'(z), ce = \F = \F
qui entraine immédiatement I'encadrement : Vo &
1 1 PP SOLTIY n n n ne n ,
' TF (et 12 <|f'(z)] < T L'inégalité des = <0> x> x (=1)" exp(z)+ <1> 2xx (—1)""" exp(z)+ <2> 2x(—1)
accroissement finis entraine donc : ! 5 (a+ 5 n 3
T+ (a+1) =/ (©"2® + 2n(-1)" "z + n(n — )(~1)"2) exp(a) |
l—a) < 1) — < 1—a), i ]
. a,) - [fla+1) = fla)l < 1+ a? Chs a), ce (c) Lafonction est de classe C° sur R en tant que produit
gl Ennl et - de fonctions qui le sont. Par la formule de Leibniz ap-
pliquée a u : z — In(z) et v : z — exp(x), on en
1 P | < 1 déduit:Vz € R :
Tt S arctan(a+1) —arctan(a) < T s .
(n) _ (k) (n—k) _
UXV ) = u(x)Xv ) = In(x) exp(x)+
5 Ainsi: ( )()k:0<k> (z) (z) = In(z) ();
e Vk € N,arctan(k + 1) — arctan(k ) =
n sz Correction de l'exercice 8 :
Z (arctan(k + 1) — arctan(k LT
k=0 .
qui par télescopage et par deflmhon ( ) donne QD) k(z) = cos(va).
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e On sait que z +— Chlm est dérivable sur R et son
ensemble d’arrivée est [1; +oo[. De plus, Arcos est
dérivable sur | — 1; 1[. Par le théoréme de compo-
sition, h est donc dérivable sur R privé des réels

1

ztelsque s =1 ch(z) =1 < z = 0. Ainsi,

h est dérivable sur R*.
e On l'étudie en 0 désormais. On applique le théo-
réme de la limite de la dérivée. On a :
O h est continue sur R
O h est dérivable sur R — {0}
O vz € R — {0},

sh(x)

/, __ —sh(x) —1i
T Ry

~ ch2(z)

= X
ch?(z)
car ch est positive. Or ch? — sh? = 1 & ch? —

1 = sh? Ainsi,

) = sh(z) ch(x) _ sh(z) 1
f@) ch?(x) . sh?(z) ch(z) x |sh(z)|

avec A= 1pourz >0et A= —1pourz <0.
Donc lim f'(z) = —let lim f'(z)=1.
z—0_ z—04

Parle théoréme de la limite de la dérivée, la fonc-
tion f est dérivable a gauche et a droite de 0 mais
les nombres dérivés étant distincts, on en conclut
que f n’est pas dérivable en 0. En revanche, sa
courbe représentative admet des demi-tangentes
au point de coordonnées (0, f(0)) = (0, 0).

ch?(z

Q3) »

f(z) a un sens si et seulement si: —1 < 1 — 2% <
1 -1<2’-1<1&0<’ <2 0x¢
[-v/2;V/2]. Onnote Dy = [—v/2; V2]

La fonction z + 1—x2 est continue sur Dy en tant
que fonction polynomiale et son ensemble d’arri-
vée est [—1; 1]. La fonction Arcsin est continue sur
[—1; 1]. Par composition, f est continue sur Dy.
La fonction = ++ 1 — 22 est dérivable sur D; en
tant que fonction polynomiale et son ensemble
d’arrivée est [—1; 1]. La fonction Arcsin est déri-
vable sur | ] — 1; 1] | Par composition, f est déri-

vable sur Dy privé des réels z tels que 1 — 2* =

+1 &z =0ouzr = +v2.

On doit donc étudier f en 0 et +v/2. Pour cela,
utilisons le théoreme de la limite de la dérivée.
On sait que :

O f est continue sur [—+/2; /2]

O f estdérivable sur | — v/2;v/2[—{0}

O Vz €] — v2; v2[—{0},

f/(:c) — orx 1 _ —2x _ —2x
V1I-(1-22)2 V2z2—azt /22(2-2
Donc lim f'(z) = —coet lim_ f'(z) =
T—V2_ zﬁf\/i+

Parle théoréme de la limite de la dérivée, f n’est
donc pas dérivable en ++/2. En revanche, sa courbe
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représentative admet une tangente verticale en ces Par le théoreme de la limite de la dérivée, on en dé-
points. De méme, en zéro, nous avons li%l f(z) = duit que f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
20+ . g . ;
—2/V/2 et lirgl f'(z) = 2/V/2. Ainsi, par le théo- 3. On étudie par exemple le taux d’accroissement afin
x—0_

de montrer qu’il n’admet pas de limite en 0 :
réme de la limite de la dérivée, on peut en dé-

duire que f est dérivable a droite et a gauche de 0 2 1, sin(l/x)
mais étant donné que ces nombres dérivées sont

= 2+g$1/ cos(;)—&- N
différents, on conclut que f n’est pas dérivable en . .
0. Le dernier terme de cette somme pose probleme.

On peut utiliser les suites afin de lever le probleme
du sinus. Par exemple :

f'(@) = £(0)

ro(f) (@) = =

1

TO(f/)(%) —n—too 0

T | p—

2nm + /2 \/f
z* = exp(z In(x)). e
Par théoreme, 7o(f') n’admet pas de limite en 0. Par

[ (6) ot est de définition, f’ n’est donc pas dérivable en 0 et ainsi
f n’est pas deux fois dérivables en 0.

Correction de 1’exercice 9 :

—>n—>+oo —+00

La fonction f est donc définie sur ]0; +o0
classe C° sur cet ensemble en tant que composition de

fonctions de classe C°. . , .
Correction de ’exercice 11 :

O Par croissance comparée, limz 0 z In(z) = 0, puis par
composition, limg f = 1. Cette fonction est donc pro-
longeable par continuité en 0. On note encore f son
prolongement en posant f(0) = 1.

o Par opérations élémentaires sur les fonctions continues,
f est continue (et méme de classe C*°) sur R*. Ainsi,
f est continue sur R si et seulement si f est continue

O La fonction f est continue sur [0; +oco[, dérivable sur en 0, cest a dire hm+ f(z) = lim f(z) = f(0). Or
J0; +oo[ et Va > 0, f'(w) = (In(2) + 1)". Par produit lim f(z)=c, lim f(z)=1etf(0) = c.On en déduit
de limites, limg f* = —oo. Par le théoréme de la limite 20t - z_m,_ -
de la dérivée, la fonction f n’est donc pas dérivable en ‘ f continue sur R si et seulement si ¢ = 1. ‘

0. Cependant, sa courbe représentative admet une tan- e On suppose maintenant ¢ = 1. Puisque f est continue
gente verticale au point de coordonnées (0; 1). sur R et de classe C' sur R%, d’apres le théoreme de

prolongement de classe C' ! festde classe C" sietseule-

el Qg 5.a . / _
Correction de exercice 10 - mentsi f* admet une limite finie en 0. Or hm+ fi(z)=0b

z—0
(Vo €]0; +oof, f/(x) = 2ax +b), lim f'(z) =0b (Vo €
z—0"
1. Le probléme vient de z°/2 cos(1/z). Pour lever cette ] — o0 0], f/(z) = €¥). Onen dédui_’;:

indétermination, on peut observer que n - -
‘ f de classe C" sur R si et seulementsi b = 1. ‘

5/2 5/2 s 5/2 _
|z°"* cos(1/z)| < &/ et il_% z'"=0 e On suppose maintenant b = ¢ = 1. Puisque f’ est conti-

nue sur R et de classe C* sur R*, d’apres le théoréme

Parle théoréeme de l'encadrement, ilg}) z®/? cos(1/x) = de prolongement de classe C', f" est de classe C! si
0. Ainsi, par opérations usuelles, lim f(z) = 1. On et seulement si (f’)’ = f” admet une limite finie en
a: e=0 0. Or lirgl+ ' (x) = 2a (Vo €]0; +oo], f’(x) = 2a),
r—
. ! !’ x

f est continue sur R* par opérations usuelles de fonctis zl—%l— .f (2) = 1 (V& €] = 005 0], fi(z) = ). Onen

f admet 1 pour limite en 0. déduit :
Par propriété, f est prolongeable par continuité en f’ de classe C" sur R si et seulement si2a =1 < a = %

0. On note son prolongement f et il est définie par :

Ry — R Finalement, puisque f’ est de classe C' < f de classe
g ) si x#0 C?, on en déduit que f estde classe C? sur R si etseulement
N q
T
e _ X 1 . . . . .
1 si z=0 sib=c=1 eta= . Dans cette situation, si f était trois
2. Utilisons le théoreme de la limite de la dérivée. fois dérivable sur R, alors f” serait dérivable en 0. Or,
(@)= f"(0) e —1
e f estcontinue sur R pour z < 0, pow— = — letpour z > 0,
o f est.dérivablt? sur R*par opérations usuelles de f' () — £(0) _1-1 — 0. Ces deux limites étant diffé-
fonctions continues z—0 x

o Vz#0,f () =2+ 5,3/2 cos(2) 4 g5/2 % =1 rentes, on en déduit que f” n’est pas dérivable en 0, ce qui

’ = 2 z oz

rouve que f n’est trois fois dérivable sur R.
(= sin(1/a)) = 2o+ 32% cos(L) + '/ sin(1/z). prouve que /
Par le méme raisonnement qu’a la question pré-
cédente, lim f'(x) = 0. Correction de I'exercice 19 :

z—0
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On remarque que 30> = 27000. On pense donc a appli-
quer le théoréme des accroissements finis a f(z) = z'/3
sur lintervalle I = [27000, 27001]. Sur cet intervalle f

est dérivable et de plus, f'(z) = %xjw :

Donc pour tout

1 . N
< 3 TTO0GE/3" ce qui entraine : | f'(z)| <

En remarquant que 27000'/® = 30, on en

zel0< fl(z) <
1

3 x 270002/3°
=M

1 1
déduit: M = = ——. L'inégalité des accroisse-

3x 900 2700

ments finis entraine alors : | f(27001)— f(27000)| < M|27001—

27000|, c’est a dire :

1

27 001)Y3 — 30
I ) S 2700

Correction de 1’exercice 20 :

1. Onreconnait I'inégalité des accroissements finis. Fixons

k > 2.0n pose: fe — In(In(z)). Cette fonction est
dérivable sur [k; k + 1] (la ("premiere") fonction In
estdérivable sur [k; k+1] a valeurs dans [In(k); In(k+
1)] CJ0; +o0[ , par composition In oIn est dérivable
sur cet ensemble). De plus, f'(z) = L x . Donc
Vo € [k k+1] :

ln(

1 0 1
GrmGTD =7 @S Tmm

Par le théoréme de I'inégalité des accroissements fi-

nis :
(kr+1—)1n(k+1) x(k+1—Fk) < f(k+1)— f(k) < kln(k) x (k+1—k)
& m < In(ln(k + 1)) — In(In((k)) < Wi ;(k)'
2. On somme ces inégalités :
n | n n
DB < ;ln(ln(k + 1)) — In(In((k)) < kzzz L No-
1 . e
tons S, = Z Fnk)" Par glissement d’indices :
n n+1 1
> rTeED - 1= gy
 (k+1)In(k + 1 21n(2)

1 2
m Par la proprlete des sommes té-
lescopiques: Z In(In(k+1))—In(In((k)) = In(In(n+

k=2
1)) — In(In(2)). Finalement,
Sn— 215(2) + (n+l)lln(n+1) <In(ln(n+1)) —In(In(2)) < Sn,

c’est a dire :

In(ln(n + 1)) — In(In(2)) < Sp < In(ln(n + 1)) —
In(In(2)) + 213(2) CES)) lln(n+l)'

Par le théoreme de divergence par minoration, étant
donné que lim, o In(In(n + 1)) — In(In(2)) =
400, nous obtenons limy,_, 4« S, = +00.

Correction de l’exercice 21 :

(Q1) Montrons par récurrence que Vn € N*, u, € [0,1].
O Initialisation. w1 = 57 +1 est positif en tant que
quotient de nombres positifs et 0 < 0 < e*? +
1< e /(14 e“0) < 1. Cela montre que u; €

(05 1].

O Hérédité. Supposons que u, € [0;1]. Alors, par
les mémes arguments, un+1 € [0; 1].

O Par le théoreme de récurrence, la propriété est
démontrée.

(Q2) On pose f(z) = % — z. Cette fonction est dé-
rivable sur R en tant que différence et quotient de
fonctions qui le sont.

e®(e®+1) —e® xe®

ez _ (ez+1)2

!

Vz R, f'(z) = 1172 —1=
Cette fonction f est donc strictement décroissante
et est continue sur l'intervalle R. Elle réalise alors
une bijection de R sur f(R) =]lim o f;lim_o f[=
] — 00; +00[. Le nombre 0 appartient a f(R) et par
définition, il existe un unique a € R tel que fla) =

0. Puisque f(0) =1/2 > 0et f(1) = -1 =
< 0,a €]0;1].

e+1

e+l
(Q3) Onposeg : x —
sur [07 1} et g/(a:) = W.
bornée sur [0; 1] (le théoreme de Weierstrass 1’assure
mais ne donne pas explicitement un majorant , un
minorant). Dérivons alors encore une fois :

= +1 Cette fonction est dérivable

On doit étudier si g est

" e (e®+1)2—e® xe® x2x (e +1
g'(x) = (+>8er1>4 (e®+1)
_ eT(e"+1)—e® xe"x2
= e
Ez_E2z
- <ez+1>3
_ eP(1-e?)
= e

La fonction g’ est donc strictement décroissante sur
[0;1]. De plus, g(0) = 1/4 et g(1) = iz > 0
Finalement,

(e+1

vz € [0;1], ¢’ (z)| < 1/4.

Par I'inégalité des accroissements finis,

Vz,y € [0;1], |g(z) — g(y)| < i\x—y\. On l'applique
AT = un,y = o, des nombres de [0;1], avecn > 1,
pour obtenir :

1
9(un) = 9(e)| < Flun — ol

(Q4) Parrécurrence, on montre que:Vn € N*, |u,—al <

1 n—1
(i) el

=1l

(Q5) La suite ( (i lur — a|) converge vers 0. Par le

théoreme d’encadrement, (|u, — a|) converge vers
0 et par propriété, (u,) converge vers c.

Correction de l’exercice 22 :

(Q1) OnaVz € R,cos’(z) = %(cos(2x) + 1). Par ré-
currence, on montre que la dérivée n-ieme de = —
cos(2x) est x > 2" cos(2x + F). Ainsi, la dérivée
n-iéme (pour n > 1) de h est

nm

x— 2" cos(2z + 7)

(e" + 1)

—€
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(Q2) On reconnait un produit. On pose u(z) = 1 — = et lim |u*/?e" = 0. Ainsi, lir% F™ () =o.
v(z) = HLZ On montre par récurrence que "v est n R o

fois dérivable sur R — {—1} et v (z) = % !

Puis on applique la formule de LEIBNIZ :

4. e Initialisation. D’apres précédemment lin%) flz) =
xTr—r

0. On prolonge donc f par continuité en 0 en

) (1)t oy (D)™ (1t posant : f(0) = 0. Ceci prouve l'initialisation.
i (z) = (1 —x) x TFa) T — (1)W = De plus, f est de classe C" (car C*°) sur R* et
2% (=1)" x nl ilil’%) f'(z) = 0, toujours d’apreés la question pré-

(I4x)»tt | cédente. D’apres le théoréeme de limite de la dé-

ricvée, on en déduit que le prolongement est de

(Q3) Par LEIBNIZ: classe C* sur R.

a) Sin > p+ 2alors '™ =0; o Hérédité. On suppose que admet un prolon-
(@) >p i™ =o0; Hérédité. On suppose que /" ad prol
(b) Sin = p+1alors;™ (z) = (*1") xp! = (p+1)! gement de classe C" en 0 en posant f(0) = 0.

(¢) Sin < palors j™ (z) = 2 x (pf;!n)!(:r—?)p_"—i—
UL

_ ! =i (p+1)z—2n
_ (p—pn)! (:r - 2) ( p—nt1 )

Correction de 1’exercice 24 :

Ainsi, g(z) = ( f <"))/ est une fonction continue
sur R, et par définition, sur R*, (f<"))/ = f<"+1).
Or ilil’%) F ) (2) = 0 D'apres précédemment,
donc g(0) = ;1_>mo g(z) = 0. On prolonge donc
™+ par continuité en posant " (0) = 0.
D’autre part, toujours pour les mémes raisons,
lim (f<"+1))/ () = ilg}) £ (z) = 0. D’apres

1 . .
1. z— — — estune fraction rationnelle. Elle est donc z—0 o )
T le théoréeme de limite de la dérivée, on en dé-

duit que le prolongement est de classe C". Ceci
prouve I'hérédité.

de classe C*° sur son domaine de définition qui est
R*. De plus exp est de classe C* sur R. Ainsi, par

composition, f est de classe C*° sur R*.
5. D’apres la question précédente, on peut donc dé-

finir une suite de fonctions f sur 'ensemble R.
Ceci prouve que f est de classe C* sur R.

2. On procede par récurrence. On note : P(n) « ™ (z) =

12 (l) e L%,
T

e Initialisation. Pour n = 0, f©(z) = f(z) = Correction de I’exercice 25 :
1
Po (—) e~ 1/%* avec Py(z) = 1. Ceci prouve l'ini-
T
tialisation. 1. Soit f une fonction vérifiant la relation ci-dessus.

e Hérédité. Pour n € N fixé, on suppose: f(™)(z) =

(@ f(2x0)=2f(0)donc: f(0) =0.
P, (i) e’l/IQ.Alors,

(b) Pourz # 0, g(x) = w Or par dériva-

—0
!/
OOy = (f(">) () bilité de f en 0 on sait que lim 7“22 — (})‘(0) =
z— =
_ *_21PT/L 1 e 1/2? +p, 1 % %6—1/272 ¢ € R. Par ailleurs, g est continue sur R} car f
9 a a

est continue sur R par hypothese et par quo-
tient de fonctions continues donc le dénomi-
nateur ne s’annule pas. Les deux points pré-
Onposealors: Poy1(z) = —2” Py () +22° Pa (). cédents étant vérifiés, il s’ensuit que 1'on peut
Si P, est un polynome, alors P, également et prolonger g par continuité sur R en posant :
—2® P} (x)+22° P, (z) est un polynéme. Donc Py 41 g(0) =¢.

est un polyndme. Par ailleurs, (c) Onpose: P(n) «Vz € R, g(z) =g (i) ». On
1 1., /1 2 1 on
Popi| =)= =P | =)+ =P (=) donc:
x x & 0 x
1 1 —1/xz2 . .
O () = Poga ~)e /=", ce qu'il fallait dé-

montrer.

T
= 7_1p7/L 1 + zpn 1 e 1/2®
72 T w T

proceéde par récurrence :

e Pour n = 0 le résultat est évident.
e on suppose larelation vérifiée pour un cer-
tain n € N. La preuve de I'hérédité repose

3. Sil'on note k le degré de P, et aj # 0 le coefficient sur la relation suivante :

1
correspondant, alors : le comportement P, p est
2z

Vs € Rg(2s) = 138 _ 2@ _ f(@)

donnée par a_;]:. Ainsi : £ (z) a le méme compor-
0

1
tement que : a—ie’l/zz. On pose : u = ——. Nous
7

avons u proche de —oo lorsque z est proche de 0.
D’autre part, I’expression se réecrit alors :
ar(—u)*?e" = ay|ul*/?e*. Or, par croissances com-
parées,

g(z). Ainsi : g(2.x/2)x: g(z/2),ce qui s’%crit:
g(x/2) = g(x). On remarque par ailleurs que
cette relation est aussi vérifiée en 0 et donc
valable pour tout z € R.

Or, par hypothése de récurrence, g(x) = g(y)

avecy = 2% Mais d’apres ci-dessus, g(y) =
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9(y/2). Done: g(z) = 9(y/2) = g (557)
ce qui prouve I'hérédité.

Soit z € R. Puisque g admet £ pour limite en 0

et puisque lim i*0 onsaitque: lim (ﬁ) =
p q n—+oo 2M i q 'n—>+oog n -

£. Ainsi, 'égalité g(z) = g (2%) étant vraie pour
tout n € N, par passage a la limite on en dé-
duit : g(z) = ¢, et donc f(z) = £x.

2. Réciproquement, toutes les fonctions de la forme
f(z) = Az avec A € R sont continues sur R, déri-
vables en 0 et vérifient bient bien la relation : f(2z) =

2f(x).
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