Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

TD 27
( Dénombrement

Ensembles et cardinal d’un ensemble
Exercice 1 : [indications]  Le crible.

(Q1) Soient A, B, C trois ensembles finis. Montrer que

Card(AUBUC) = Card(A)+Card(B)+Card(C)—Card(ANB)—Card(ANC)—Card(BNC)+Card(ANBNC)

(Q2) Une application. Dans une classe, il y a autant de filles que de garcons. Tous les éleves étudient au
moins une langue. Parmi eux, 10 étudient I'espagnol, 15 I’allemand, 20 I’anglais, 7 'espagnol et Ial-
lemand, 8 I’allemand et I'anglais, 9 I’anglais et I'espagnol. Quel est I'effectif de la classe?

Exercice 2 : [corrige]  Soit n € N*. Représentez graphiquement chaque ensemble et dénombrez-les
@ An={(z:y) € {135,052 <y} © Co={(@:y) € {Li-sn}2ia+y =n}
(b) By = {(x;y) e{lnphe < y} (d) Dy = {(x;y) e{li-in}taty < n}

Dénombrements classiques

Exercice 3 : [corrigé]
(Q1) Trente chevaux numérotés sont au départ d’une course. Combien y a-t-il de tiercés?
(Q2) On s’intéresse aux entiers naturels dont I'écriture ne nécessite pas d’autres chiffres que 1;2 et 3.
(a) Combien y a-t-il de tels entiers de n chiffres?
(b) Combien y en a-t-il d’au plus n chiffres?
(Q 3) Combien de numéros de téléphone fixe peut-on attribuer en France métropolitaine sachant que :
e l'indicatif de région est 01, 02, 03, 04 ou 05,
e les deux chiffres suivants sont distincts
¢ de nouveaux numéros sont disponibles, commencant tous par 08.

(Q4) Combien existe-t-il de nombres palindromes entre 100 et 1000? (Un nombre palindrome est un
nombre qui reste le méme qu’on le lise de gauche a droite ou de droite a gauche).

(Q5) Combien de couple de délégués peut-on former avec une classe de 27 éleves?
(Q 6) Un internat comporte 10 chambres. De combien de fagons le responsable peut-il loger 7 éleves?

(Q7) Un atelier comprend 8 femmes et 7 hommes. On choisit dans cet atelier des équipes de 6 ouvriers.
Combien d’équipes comportant 3 hommes et 3 femmes peut-on former?

(Q8) Dans une voiture, on peut mettre cinq personnes, deux a I'avant et trois a 1’arriére. Combien de
fagons a-t-on pour le choix des deux personnes a I’avant en distinguant le chauffeur du copilote?

(Q9) Une étagere comprend 25 livres appartenant a 3 collections différentes, une de 10 livres, une de 8
et une de 7. Vu de loin, les ouvrages d'une méme collection sont indiscernables. Quel est le nombre
d’aspects que peut prendre I'étagere ?

(Q10) On dispose de 5 outils et de 7 casiers susceptibles de les recevoir. On suppose que chaque casier peut
a la rigueur contenir 5 outils. Déterminer

(a) le nombre de fagons de placer 5 outils dans les 7 casiers d"une fagon quelconque.
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(b) le nombre de fagons de placer 5 outils dans les 7 casiers sans qu’il y en ait deux dans le méme
casier.

Exercice 4 : [corrigé]  Un sac contient 26 jetons reprenant les 26 lettres de 1’alphabet.

(Q1) On tire simultanément 5 jetons du sac. Déterminer le nombre de tirages dis-
tincts contenant

(a) exactement deux voyelles,
(b) au moins une voyelle.

(Q2) On tire successivement 5 jetons avec remise. Déterminer le nombre de tirages @

distincts contenant de g @@
(a) exactement deux voyelles, @ O \J@ @ 0
(b) au moins une voyelle. @ ‘w)@ @ 5 Yt @

(Q3) On tire successivement 5 jetons sans remise. Déterminer le nombre de tirages
distincts contenant

(a) exactement deux voyelles,

(b) au moins une voyelle.

Exercice 5 : [corrigé]  En langant cinq fois de suite un dé a six faces, on obtient une suite de cinq
numéros de {1,--- ,6}.

(Q1) Combien de suites sont possibles?
(Q2) Quel est le nombre de suites qui
(a) commencent par un 27
(b) finissent et commencent par le méme numéro?

(c) ne contiennent pas de 3

(d) contiennent tous les numéros sauf le 37

Exercice 6 : [corrigé]  Un jeu de 52 cartes est composé de 4 couleurs. Une main est une suite non
ordonnée de 13 cartes.

(Q1) Quel estle nombre de mains?

(Q2) Combien de mains contiennent les quatre as?

)
)
(Q3) Combien comprennent quatre trefles dont la dame?
(Q4) Combien ne contiennent aucun coeur ?

)

(Q5) Combien contiennent trois carreaux au plus?

Exercice 7 : [corrigé]  Déterminer le nombre d’anagrammes du mot MOI? du mot BOB? du mot
MATHEMATIQUES?
Exercice 8 : [corrigé]  Unjeu de tarot comporte 21 atouts numérotés de 1 a 21. On prend cinq atouts.

Quel est le nombre de mains

1. possibles?
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2. dans lesquellesil y ale 1 ou le 217
3. dans lesquelles il y a au moins un multiple de cinq?

4. dans lesquelles il y a exactement un multiple de cing et de trois?

Exercice 9 : [corrigé]  Un domino est un rectangle sur lequel figurent deux chiffres pris avec répéti-
tion dans I'ensemble {0, 1,--- ,6}.

1. Calculer le nombre de dominos.

2. On tire au hasard, successivement et sans remise, deux dominos. Calculer le nombre de fois ot les
deux dominos possédent un chiffre en commun?

3. On tire de la méme maniere quatre dominos. Calculer le nombre de possibilités que 1'on obtienne au
moins un double.

Exercice 10 : [corrigé]  Un jeu comporte 32 cartes, dont 8 par couleur. Une main est une suite non
ordonnée de 8 cartes.

1. Quelle est le nombre de mains?
2. Combien de mains contiennent au moins un as?
3. Combien comprennent au moins un coeur ou une dame?

4. Combien ne contiennent que des cartes de deux couleurs au plus?

Dénombrements et applications
Exercice 11 : [indications] [corrigé]  Soient E un ensemble fini de cardinal n et ¢ : P(FE) —

F(E,{0; 1}) définie par ¢(A) = 14, avec 14 définie par: 14(x) = { 10 SsliﬁoenA

(Q1) Que valent Card(P(E)) et Card(F(E,{0; 1}))?

(Q 2) Montrer que ¢ est injective, puis qu’elle est bijective.

Exercice 12 : [indications] [corrigél]
1. Déterminer a la main le nombre de surjections de [1, 3] vers [1, 2].

2. Soit n € N*. Déterminer le nombre de surjections de [1,n + 1] vers [1,7n].

Des formules démontrées grace a des problémes de dénombrement

Exercice 13 : [solutions]  Dans une urne, on place n boules blanches et une noire. On prend £ < n
boules simultanément.

(Q1) Quel est le nombre de tirages sans boule noire ?

(Q2) Quel est le nombre total de tirages?

(Q 3) Déterminer de deux fagons différentes le nombre de tirages avec au moins une boule noire ? Quelle
propriété du cours vient-on de démontrer ?

Exercice 14 : [corrigé]  On dispose de n boules noires numérotées de 1 a n et de n boules rouges
numérotées de 1 a n que 1’on place dans une urne.

(Q1) Onnote E I'ensemble des tirages simultanés de n boules dans l'urne. Déterminer Card(E).

(Q2) Soit k£ € [0; n]. On note Ay 'ensemble des tirages de E avec exactement k boules noires. Calculer
Card(Ag).

(Q3) Calculer alors de deux fagons différentes le nombre : Card(U}_yAg).
(Q4) Quelle formule vient-on de démontrer ?
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Dénombrements et suites

Exercice 15 : [corrigé]l  On s’intéresse a ’ensemble E,, des mots de n lettres formés des deux lettres
a et b ne contenant pas plus d'un a consécutif. Notons E = {a, b}, W), I'ensemble de tels mots finissant
par un a et V,, I'ensemble de tels mots ne finissant pas par un a. On note également u,, = Card(W,,) et
v, = Card(V,,).

Q1)
Q2)
Q3)
Q4
Q5)

Déterminer Uup, Vg, U1, V1, U2, V2, U3, V3.
Montrer que : Vn > 1, Uy 1 = vy,

Montrer que v, 1 = Uy, + vy.

En déduire une expression simple de u,, et v,,.
Donner une expression simple de Card(E,,).

Exercice 16 : Nombre de Catalan. Une puce se déplace sur un quadrillage. Elle ne peut que sauter de un

cran a droite, ou d’un cran en hauteur. Ce quadrillage est muni d"un repere orthonormé (O; i ; j ). Elle
part donc de ce point O et souhaite atteindre le point (n,m) avec (n,m) € N2,

Q1)
Q2)

Ces nombres sont appelés nombres de Catalan. On peut montrer que C,, = (

Donner le nombre de chemins possibles en proposant une modélisation d"un chemin.

Maintenant, on souhaite que la puce atteigne le point (n,n) avec n €
N*, mais sans dépasser la diagonale (OM (n,n)). On note C,, le nombre
de chemins possibles.

(Qa) Donner Cy, Cq,Cy, Cs.
(Qb) Supposons dans cette question que la puce atteint la diagonale seulement en O(0,0) et en
M (n,n). Expliquer pourquoi le nombre de ce type de chemin est égal a C),_;.

(Qc) Soit k € {1;---;n — 1}. Montrer que le nombre de chemins tels que la puce atteint pour la
derniere fois la diagonale en M (k, k) est égal a Ci,Cy,—1_.
n—1 n—1
(Qd) Endéduire que C), = C,—1 + Z CrCr—1—k puis que C),, = Z CrCr_1—k-
k=1 k=0
2n

)/(n+1). 1ls apparaissent

n

dans de nombreux problemes de dénombrement :

1.

Le nombre de fagcons d’écrire n paires de parentheses pour que chaque parenthese fermante corres-
ponde a une parenthese ouvrante. Par exemple, sin = 3, il y a cinq possibilités: ((())), (() ()), (()

), O (O))et()()O)

. Le nombre de chemins qu'un montagnard peut effectuer formés de n montées et n descentes. Impli-

citement, le montagnard ne doit jamais descendre a une altitude inférieure a celle du point initial.

(0,0

Le nombre de fagons de trianguler un polygone convexe de n + 2 sommets.

Le nombre de « mot de Dyck ». Un mot de Dyck est une chaine de 2n caracteres, n € N*, formée de n
lettres A et n lettres B, telle que, lorsque 1'on dénombre les lettres de gauche a droite, en s’arrétant a
une lettre du mot, le nombre de A soit toujours supérieur ou égal au nombre de B. Ainsi, le seul mot
de Dyck de longueur 2 est : AB. Les mots de Dyck de longueur 4 sont: AABB et ABAB. ABAABB
et AAAB BB sont des mots de Dyck, alors que BA ou AABBBA n’en sont pas.
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fglndications

Exercice 1 :

1. Card(AUBUC) = Card(AU(BUC)) = Card(A)+
Card(BUC)....

2. Notant :

A = {éleves qui pratiquent ’Espagnol},
B = {éleves qui pratiquent I’Anglais},
C = {éleves qui pratiquent I'Espagnol},

et en utilisant la question précédente avec les hy-
potheses de 1’énoncé, on aboutit a 1’équation :
2k = 21 + p, ou : n = 2k est l'effectif de la
classe et 0 < p < 7.1l reste a constater deux
choses. D’une part p doit étre nécessairement im-
pair. D’autre part, nous devons également avoir :
p+(7—p)+(9—p) < 10. Tout ceci aboutit a une
unique solution.

Exercice 11 :
1. Les deux valeurs sont égales.

2. Deux ensembles sont égaux si et seulement si
leurs fonction caractéristiques sont égales. Il reste
a voir que l'injectivité entraine ici automatique-
ment la bijectivité.

Exercice 12 :

1. Ilsuffit d’expliciter toutes les applications de [1, 3]
vers [1, 2] puis de compter celles qui sont surjec-
tives.

2. Dans cette situation, seul un élément de [1,n]
a deux antécédents et les autres n’en ont qu'un
seul.

Solution de 1’exercice 13 :
L)
2. (")
3. (") = (%) =(.",) PASCAL.

k k

Correction de 1’exercice 2 :

(@) An = {(w;y) e{l;,n}% < y}
Ap = Uﬁzl{(k;y) €{1l;;n}*k < y}

= Uim { (s w)sk <y <n}

Ces n ensembles sont deux a deux disjoints. Par pro-
priété :

Card(A,) = Xn:Card({(k;y);k <y< n})

_ z _ :n(n—|—1)
_kzl(” k+1) 2

(b) On peut remarquer que A, est la réunion disjointe
de B, avec les éléments diagonaux de {1;- - -;n}> qui
sont au nombre de n. On obtient donc Card(B,) =
Card(A,) —n = w Sinon,

By = {(w;y) e{l;--sntha < y}
= Ui {(ksy) € {(1i5nfsk <y}

= Uiei{(sy)sk +1 <y <n}

On remarque que k doit étre inférieur ou égale a n —
1, sinon on obtient un ensemble vide. Ces n — 1 en-
sembles sont deux a deux disjoints. Par propriété :

Card(Bn) = nil(]ard({(k; yhik+1<y< n})
T (n=k) = n(n2_ k

(0)
Cn = {(w;y) € {1;---;n}2;w+y:n}

= Ui {(kiy) € {34nY sy =n — k}

De méme, on enléve 'ensemble £ = n puisqu’il est
vide. Par conséquent,

Cn = UZ;ll{(k;y) e{l;n}’y=n-— k}

Ces ensembles sont deux a deux disjoints et ils ne contiennent

qu’un seul élément. Par propriété,

Card(Cp)=> 1=n—1.

k=1

(d) Dn =
I’ensemble des couples issus de la partie triangulaire
inférieure stricte. On trouve Card(D,) = @

{(w;y) e{l;--;nt%z+y< n} correspond a

Correction de ’exercice 3 :

(Q1) Trente chevaux numérotés sont au départ d’une course.
Combien y a-t-il de tiercés? Un tiercé est un 3 uplet
d’éléments deux a deux distincts, soit un arrange-
ment de 3 éléments pris parmi 30 éléments. Il en
existe A3, = 30 x 29 x 28.

On s’intéresse aux entiers naturels dont I'écriture ne né-
cessite pas d’autres chiffres que 1; 2 et 3.

Q2

(a) Combien y a-t-il de tels entiers de m chiffres ? Un
nombre entier a n chiffres est modélisé par un
nuplet del’ensemble {1; 2; 3}. Soit 3" nombres
de la sorte.

(b) Combien y en a-t-il d’au plus n chiffres ? Au plus
n chiffres signifie que 1’on considére ’ensemble
des nombres a 1 chiffre, noté N1, oul’ensemble
des nombres a 2 chiffre, noté N> - - - ,’ensemble
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Q3)

Q4)

Q5)

Q6)

Q7)

des nombres a n chiffre, noté N,,. Par le méme
raisonnement, on obtient Card(Ny) = 3*. Cela

consiste donc a calculer U;_; N, ensemble deux

a deux disjoints. Soit, par propriété :

Card(Up—, N) = Z Card(Ny)
k=1
1— 3n+1

9 2(3"—1).
T—3 frac32(3 )

DI
k=0
Combien de numéros de téléphone fixe peut-on attribuer

en France métropolitaine sachant que :

o lindicatif de région est 01, 02, 03, 04 ou 05,
o les deux chiffres suivants sont distincts

o de nouveaux numéros sont disponibles, commengant
tous par 08.

Les nouveaux numéros sont disponibles, commen-
cant tous par 08, sont modélisés par des 8 listes de
I’'ensemble {0; - - - ; 9}. Tl en existe donc 10°.
Concernant les autres possibilités, les deux chiffres
suivants l'indicatif sont distincts, donc 10 x 9 choix
possibles. Puis, les 6 autres chiffres sont modélisés
par des 6 listes de I’ensemble {0; - - - ; 9}. Il en existe
10°. Par le principe multiplicatif, les numéros de té-
léphone fixe vérifiant les deux premieres conditions
sont au nombre de 510 x 9 x 10 = 45 x 10”.

Par le principe additif, le nombre de numéros de té-
léphones est de 45 x 107 + 10® = 55 x 107.

Combien existe-t-il de nombres palindromes entre 100 et
1000? (Un nombre palindrome est un nombre qui reste
le méme qu’on le lise de gauche a droite ou de droite a
gauche). Un nombre palindromes entre 100 et 1000
est modélisé par une suite de trois chiffres abc tels
que abc = cba. Ce qui est équivalenta b € {0;---;9}
eta =c € {1;---;9} (on enléve le 0 pour avoir un
nombre a trois chiffres). Ainsi, par le principe multi-
plicatif, on obtient, 9 x 10 = 90 nombres de la sorte.

Combien de couple de délégués peut-on former avec une
classe de 27 éleves ? Un tel couple est une partie de 2
personnes prises dans la classe de 27 personnes, soit
(%) = X268 = 351 possibilités!!!

Un internat comporte 10 chambres. De combien de fa-
cons le responsable peut-il loger 7 éléves ? Par exemple,
le premier éleve a 10 chambres possibles, le second
9... On modélise donc un tel placement par une 7
liste d’éléments deux a deux distincts de I’ensemble
{1;---;10}, soit un arrangement de 7 éléments pris
dans un ensemble a 10 éléments. Cela donne A7, =
604 800 possibilités.

Un atelier comprend 8 femmes et 7 hommes. On choi-
sit dans cet atelier des équipes de 6 ouvriers. Combien
d’équipes comportant 3 hommes et 3 femmes peut-on for-
mer?

Pour les femmes, on en prend 3 parmi 6, ce qui se

modélise par une partie. Onena (j) = 52Ix8 — 56,
P T\ _ Tx6x5 __
De méme, pour les hommes () = 2X3%2 = 35. Par

le principe multiplicatif, on obtient :35 x 56 = 1 960
comités possibles.

Q8)

Q9

(Q10)

Q1)

Q2

Dans une voiture, on peut mettre cing personnes, deux a
I'avant et trois a I'arriere. Combien de facons a-t-on pour
le choix des deux personnes a I'avant en distinguant le
chauffeur du copilote ?

Puisqu’on distingue le chauffeur du copilote, on as-
simile le choix des deux personnes a l'avant par un
arrangement de deux éléments parmi 5, c’est a dire :
5 x 4 = 20.

Une étagere comprend 25 livres appartenant a 3 collec-
tions différentes, une de 10 livres, une de 8 et une de 7.
Vu de loin, les ouvrages d’une méme collection sont indis-
cernables. Quel est le nombre d’aspects que peut prendre
I'étagere?

Plagons la premiére collection. On prend (77) places
sur cette étagere. Pour la seconde collection, il reste
('?) places sur cette étagere. Pour la derniére, il reste
(bien!) (7) = 1 place sur cette étagere. Par le prin-
cipe multiplicatif, on obtient : (32) x (7) = 122 x
15! 25!

8171 — 1018I7!"
On dispose de 5 outils et de 7 casiers susceptibles de les
recevoir.

(a) Nombre de fagons de placer 5 outils dans les 7 ca-
siers d'une facon quelconque. On peut associer
pour chaque outil 7 possibilités. On modélise
donc le probleme par une 5-liste d'un ensemble
a 7 éléments, donc 7° possibilités.

(b) Nombre de fagons de placer 5 outils dans les 7 ca-
siers sans qu’il y en ait deux dans le méme casier.
11 suffit de remplacer la liste précédente par
un arrangement, d’ott AP =7Tx6x5x%x4x3
possibilités.

Correction de ’exercice 4 :

On tire simultanément 5 jetons du sac. On modélise
un tel tirage par une partie de 5 éléments pris dans
26 éléments. Il existe (%) tirages de la sorte.

(a) Lenombre de fagons d’obtenir exactement deux
voyelles est (g) Reste a choisir les consonnes,
soit (%) tirages possibles. Par le principe mul-
tiplicatif, on obtient

20 (6] 20x19x18 6x5
<3>X<2> 3x2 2 7100

(b) L'astuce est de passer par le complémentaire.
Le nombre de tirages sans voyelle est (%'). On
obtient par propriété que le nombre de tirages
contenant au moins une voyelle est :

(B)-()-n

On tire successivement 5 jetons avec remise. Un tel
tirage se modélise par une 5-liste (On en prend un,
puis on le remet, on en prend un autre ...) Le nombre
de tels tirages est par propriété : 26°.

(@) On choisit les voyelles : on a 6 possibilités.
On choisit les consonnes : 20° possibilités. Reste
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a les placer car sinon on ne compte que les ti- 1. Une main est une partie de cinq éléments pris dans

rages VVCCC (deux voyelles au début). On I'ensemble des atouts. Leur nombre est égal a (%').
a (3) places possibles pour les voyelles, les

consonnes sont alors automatiquement placés.
Par le principe multiplicatif, on obtient : (3)6°20% = (@) On compte celles dans lesquelles il n’y a ni le
10368000 = 2 880 000. 1 ni le 21. Une telle main est alors une par-
tie de I'ensemble des atouts privé du 1 et du

2. Deux solutions sont proposées.

(b) Par passage au complémentaire, on obtient le 21-2=19 2
nombre de tirages possibles égal a : 26° —20° = 21. Iy ena ( ) Lz o clheinehd o3

5
21 19
8 681 376. () = (%)
(21) — (19) — 21x20x19x18x17  19x18x17x16x15
° ° 19X 18X 17 (o)1 19X 18X 17
= 1217 (2] x 20 — 16 x 15) = 180 12x48x17T
= 9 x 19 x 3 x 17 = 8721

(b) Sinon on utilise les ensembles suivants :

(Q3) (a) AZ:choixdesvoyelles, A3, : choix des consonnes,
(2) : choix des places pour les voyelles. Prin-
cipe multiplicatif : A§A3,(?)

(b) A3 — A

{mains contenant le 1 ou le 21} = {mains contenant le 1 } U {mains contenant le 21}

A B

card(A) = (¥),card(B) = (%).

— 4

Correction de 1'exercice 5 :

. card(AUB) = card(A)+card(B)—card(ANB)
1. Une5 listede {1;---;6} : 6°.

2. (a) Unrésultat possible : (2;7;7?;?;?). Soit 6. card(AN B) = (139> .
(b) Choix dunombre : 6. Puis les trois autres : 63.
Dong, 6*. Ainsi :
(0) 5°. card(AUB) = 2(%) = (3)
2X30x 19X 18X 17 _ 19x18x17

(d) Tous les numeros de {1;2;4; 5;6}. Donc une 19 Ax3x2 2072 4
AR X 18 X 17) X (35 — =55

5 liste d’éléments deux a deux distincts, soit ( ) X (55 ~ 5a)

une permutation par définition. Donc 5!.

(19 x 18 x 17)22=2

4x3

3x19x9 x17=8721

3. C’estplus facile de calculer le cardinal de 'ensemble
complémentaire :

Correction de 1’exercice 6 :

C' = {mains contenant au moins un multiple de 5}

(Q1) Un resgltat est mo\dehse par un ggus ensemble (on C = {mains contenant aucun multiple de 5}
ne les tire pas une a une). Donc (33). _
Les multiples de 5 sont 5, 10, 15, 20. Ainsi C' corres-
pond a I'ensemble des parties de cinq éléments pris

dans un ensemble 4 21 — 4 = 17 éléments. C = (157)
(Q3) On choisit la dame de trefle, puis les 3 autres parmi soit card(C) = (21) _ (157)

les 12 trefles restant, soit (). Enfin, les autres 13 — g

3 .
4 = 9 parmi 52 — 13 = 39. Par le principe multipli- 4. Les multiples de 3 sont 3,6, 9,12,15,18,21. Il y en

(Q2) Ilreste13—4 =9 cartes a prendre parmiles 52—4 =
48 restantes. Donc ().

catif, (132) (399). a 7. Soit
(Q4) (?g) D = {mains contenant exactement un multiple de 3}
(Q5) Onnote Cy, : "on a obtenu exactement k carreau(x)." -

Alors on doit calculer le cardinal de Co U Cy U C2 U
Cs3, ensemble deux a deux disjoints. Donc, (33) + E = {mains contenant exactement un multiple de 5}.
(12) (7) + G () + Go) (5)- : : »
On doit calculer card(D N E). On fait une partition
de cet ensemble :
Correction de 'exercice 7 :

DNE = {mains contenant 15 et aucun autre multiple de 3 et 5}
LI p e zision sl lsiEres sl ) ¢lsmb diibingias S = U  {mains ne contenant pas(ll)eﬁ i%let contenant un multiple de 3 et de 5}
6. Probleme de BOB : on a deux fois la lettre B. Enumérons-
les : BOB, BBO, OBB, soit 3. Pour le faire proprement : on (PNE)2
choisit les deux places de la lettre B : () = 3, puis la
derniére lettre est automatiquement placé, 1 choix. On re- card((DN E)1) = (11>
trouve bien 31 = 3 anagrammes. Pour les MATHEMA- 4
TIQUES, on place les lettres M, A, E, T puis les dernieres,
1,0, ;5. Soit () (1) () ()51 = it ald 24 21 51 = aqonmn = (3)(2)(4)
card(DN E) = 1 + 18 x 11
Correction de 1’exercice 8 : 4 3

6105
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Le nombre de mains contenant exactement deux
couleurs est 77 208.
Finalement, le nombre de mains de la sorte est égale
aT7212.

Correction de 1’exercice 9 :

1. La seule chose qui peut poser probleme est que les
dominos| e | eee Jet| eee | o |sontlesmémes.
Un domino peut donc étre vu comme une partie
de deux chiffres de 'ensemble {0, ---,7} lorsque
ce n'est pas un double. Le nombre de dominos non
doubles est donc (]) = 21 et le nombre de doubles
est 7. 501t| 2 Clomines (oEls. | 2. Soient A et B tels que : p(A) = ¢(B), c’est a dire

telsque 14 = 1. Alors: A = B. En effet:

€A & la(x)=1
< 1p(x)=1 carla =1p
<z € B.

Correction de ’exercice 11 :

1. Card(P(E)) = 2" et F(E, {0; 1} = Card{0; 1}°>4() =
2". Les deux ensembles ont donc méme cardinal.

2. Le tirage se fait sans remise et successivement. Le
résultat obtenu, deux dominos, est donc ordonné.
C’est a dire que le tirage :

( EXXIEIXIK ) On en déduit que ¢ est injective donc bijective puisque
est différent du tirage les ensembles de départ et d’arrivée ont méme car-
dinal d’apres la question précédente.
(| XX | ° l,| | e0e |)

On fixe le chiffre pour le premier domino, soit 7
choix. Puis il reste 6 dominos qui posséde le méme
chiffre que le premier. On a 7 x 6 = 42 tirages de la
sorte.

Correction de ’exercice 12 :

1. Nous avons en tout 6 applications surjectives.
3. Un résultat est un arrangement de 4 dominos pris

dans I’ensemble des dominos. Le nombre de tirages
est donc Ass = 491 400. On a 7 doubles. Le nombre
de tirages sans double est A3, = 143 640. Le nombre
de tirages possédant au moins un double est A3z —
A%y = 347 760.

2. Dans cette situation, pour avoir une application sur-
jective, un élément y de [1; n] doit avoir deux anté-
cédents z1 et x2 et tous les autres éléments de [1; n]
en dehors de y doivent n’en avoir qu'un seul. Pour
dénombrer le nombre total de surjections, on pro-
cede donc en suivant les étapes ci-dessous :

e Choixdey:ilyenan.

Correction de I'exercice 10 : e Choix de 71 et x5 : il s’agit de choisir simultané-

ment (que l'on tire 1 puis 3 ou 3 puis 1 donnera
la méme application donc il suffit de faire un ti-

1. Tlexiste (%) = 10 518 300 mains différentes. rage simultané) deux éléments parmi les n + 1

2. On utilise 'assertion contraire. Soit (382) = (288) = disponibles, c’est a dire : ( 2 )
10 518 300 — 3 108 105 = 7 410 195. n+l

. Soit C' I’ensemble des mains contenant au moins un
coeur, D 1’ensemble des mains contenant au moins
une dame.

e Une fois x1, z2 et y choisis, et puisque tous les
autres éléments de [1; n] en dehors de y doivent
n‘avoir qu'un seul antécédent, on se ramene a

compter le nombre de bijections de £ = [1; n +
32 - = 1] — {x1; z2} vers F' = [1; n] — {y}. Puisque

card(CU D) = ( 8 ) ~ card(C'N D). Cﬂard({E) _ C};er(F) L 1, bt (o)1

bijections de F vers F.

Parmi les 32 cartes, il existe huit coeurs, quatre dames,

dont la dame de coeur. D'ott card(CND) = (**75,*1) =

203 490. Enfin, card(C' U D) = 10 314 810 mains de

la sorte. " x (n+1)n

2

2
n.(n + 1)!
2

1
Nous avons donc au final : 1 x (n * > X (n—1)! =

X (n—1)!= surjections.

4. Lesmains contenant au plus deux couleurs sont celles :

— une unique couleur : 4(3) = 4 choix possibles.

— deux couleurs : (;) = 6 choix des couleurs.
Puis, on doit choisir les cartes formant la main.
Soit Ax I’ensemble des mains contenant & cartes
d’une couleur, et 8 — k cartes d’une autre cou-
leur. Alors, le nombre de mains contenant exac-
tement deux couleursestégala (3) 7, (5)(3°,) = (Q2) Ona (%) possibilités pour les noires et (,",) pour
(>0 (B) () — 2]. Par propriété (cf DM 10); les autres. Soit Card(Ax) = (}) (,"4)-

on obtient : (Q3) Lesensembles sont deux a deux disjoints. Par consé-

Z()() <186>_12870, quent, Card(U7 o Ax) = anrd (Ay) = Z@ (n“k>

D’autre part, Up_oAx correspond a 'ensemble de

Correction de 1’exercice 14 :

(Q1) On prend n boules parmi 2n possibilités. Un résul-
tat se modélise par un sous-ensemble de n éléments
pris dans un ensemble de cardinal 2n. Soit (*").
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tous les tirages, et son cardinal est (*").
(Q4) On obtient

()-20)6) -0

Correction de l'exercice 15 :

Q1) uo =wvo =0; ur = 1(a),v1 = 1(b); uz = 1(ba); vz =
2(bb, ab); us = 2(aba, bba), vz = 3(abb, bab, bbb).

(Q2) Simotden + 1 lettres finit par un a, alors les n pre-
mieres lettres constituent un mot finissant par un
b. La réciproque est vraie. Donc leurs nombres sont
égaux et un+1 = vn.

(Q3) Si un mot de n + 1 lettres finit par un b alors les
n premieres lettres constituent un mot finissant soit
par un b soit par un a. La réciproque est vraie. Donc
leurs nombres sont égaux. et v,41 = Card(V, U
Wh) = tun + vn.

(Q4) Ainsi, vn+2 = Unt+1 + vn. C'est donc une suite li-
néaire d’ordre 2. On obtient

VYn > 1, Uy, = Un—1 = ? ([1 +2\/5]n—1_[1 —2\/5]n_1)
(Q 5) Card(En) = Un+Vn = Upn—1+Un = Upt1 = ?5 ([14’2\/5}77--"-1_
=54+)
* * *
* *
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