Lycée Déodat de Séverac Année 2024-2025
Vendredi 6 Juin Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 9.

Durée : 3 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

2t

On note F'(z) = / " dt.

x

. Montrer que F est définie sur D = R*.

. En vous aidant d’encadrement, montrer que 1im+ F(z) =In(2).
z—0

1
2
3. Justifier que F est de classe C' sur R* et calculer Vz € R* , F'(z).
4. Montrer que lim F(x) = +o0.

Tr— 400
5

. Tracer I’allure de la courbe représentative de F'.

Exercice 2

n
On pose, pour n > 1, u,, = H
k=1

3k -1
3k
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. v o
1. On pose, pour n > 2, v, = n'/>u,_1 Déterminer deux constantes « et J telles que : In (”—H) ~—.

Up, np

2. Montrer que Z (In(vp41) — In(vy,)) converge.
n>2

3. En déduire un équivalent simple de u,, puis la nature de Z Up.
n>1

Exercice 3
Soit a > 0.
+o00
1. Justifier la convergence de Z e~ *V", On note S(a) = Z e~ vn,
n>0 n=0

2. Calculer / e~V dt al'aide du changement de variable u = /2.
0

n
3. En vous aidant d"une comparaison série/intégrale, proposer un encadrement de E eV,
k=0
2

4. En déduire S(a) ~o+ =
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Exercice 4

1. Etude de deux applications.

On note Ry[X] I'ensemble des polyndmes de degré inférieur a 2. On confondra dans ce probleme les polynomes
et leurs fonctions polynomiales associées. On note B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X]. On définit les
applications :
+
P o P+ PG ))
p:Ro[X] — R
P — P(1)

On rappelle que f© = idg,(x] etVn € N, f**! = fo fm.

(a) Vérifier que f est a valeurs dans Ry[X] et qu’elle est linéaire.

(b) Montrer que ¢ est linéaire.

(c) Ecrire la matrice de f dans la base canonique de Ry[X] en écrivant les calculs intermédiaires.
(d) L'application f est-elle injective? surjective?

(e) Donner une base de ker(y). Quelle est sa dimension ?

(f) L'application ¢ est-elle injective ? surjective ?

2. Calcul des puissances d"une matrice.
On note I35 la matrice identité et A la matrice

1 1/4 1/8
A=1{0 1/2 1/4
0 0 1/4

Enfin, on note B’ la famille (1,1 — 2X,6X2% — 6X + 1).
(a) Justifier que B’ est une base de Ro[X].
(b) Ecrire Q la matrice de passage de la base B a la base B’
(c) Justifier que @ est inversible et calculer son inverse.
(d) Ecrire D la matrice de f dans la base B’ en donnant les calculs intermédiaires.
(e) Calculer A™ pour n € N et donner ces 9 coefficients.
(f) Pour P = a + bX + cX? avec (a,b,c) € R3 déterminer f"(P) en fonction de a, b, ¢, n.

(g) En déduire que o(f™(P)) = n—+oo fo t) dt.
3. Une autre preuve du résultat précédent.

* n X+k
(a) Montrer que VP € Ro[X],Vn € N*, f*(P) = =on Z P( on )

(b) En déduire, en utilisant un théoreme d’analyse que 'on citera précisément,

1
We&MLm%Mﬂ(»—APwﬁ
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Correction de I’exercice 1:

1.

2.

5.

Année 2024-2025

. Notons G une primitive de ¢t —

sur R% et par composition : Vo € RY, | F'(x) =2G'(2z) — G'(x) = 2ﬁ - % =
e*(e* — 1)
x
. Nous avons d’apres ci-dessus, Vz € RY, F(z) > e”In(2).Or ngoo €’ 1n(2) = +o0
donc par encadrement IETOO F(z) = +oc.

t
. e . . .
La fonction ¢ — n est continue sur R*. Or, siz > 0, [z; 2x] C R . Par conséquent

2x t
/ n dt a un sens quel que soit x > 0 ce qui prouve que F' est définie sur R* .
x

x t 2x
Pour tout t € [z; 2z], e® < e < < %%, Donc 67 < % < eT‘ Par croissance de
e® et 2z 2z
lI'intégrale on en déduit : / T / n dt < / e dt
1 .
De plus :/ / ; = e”[In(t )]2* = e’(In(2z) — In(z)) = €* In(2)

De la méme fagon : / - dt = ¢**1n(2). On en déduit :

e?*1n(2). Or, lim e®In(2) = lim e**In(2) = 1 donc
z—0+ z—0+
lim F(z) = In(2).

z—0t

Vo e R, e*In(2) < F(x) <

par théoreme d’encadrement :

t t
e . e .
n sur R* (G existe car t — — est continue
" e”
sur R*). Par propriété G est de classe C! sur R% et Vo € R%, G'(z) = —. Or,
x

Vz € Ry, F(z) = G(2z) — G(z). Donc, par opérations usuelles, F' est de classe C"*

D’apres 3, I est croissante sur R? .

1/4

1/9
2. D’apres précédemment : In(v,, ) — In(vy41) ~ LQ D’autre part: Vn € N*,
n

Par équivalents usuels F’(z) ~g+ 1. Or F est prolongeable par continuité sur R

car F' admet une limite en 0*. On obtient donc une fonction dérivable sur R%,

continue sur R et telle que lim+ F'(z) = 1. D’apres le théoreme de limite de
z—0

la dérivée, F est dérivable en 0 et F'(0) =
d’équation y = In(2) + .

1. On en déduit une tangente en 0

Le tracé est laissé au lecteur.

Correction de I’exercice 2:

U, 3n—1

1. Nous avons

Un+1
Un—1
1 1

- ):%In(l—l—%)—i—ln(l—
n

1 1 1 1
Or, In (1 + 5 th(1-— ) =——+—
oo (145) 2n? <n )e n< 3n) 3n+18n2
somme de développements limités,

1 1
In (2l = +o _Onendéduit:In | L) ~
Uy, C9n2 n?

Un

donc: In (

1
3n )’
1
+0(—2>.Par
n

n

~1/9

n2

1/9

—>0

. . 1/9 .
et d’apres le critere de Riemann, E LQ converge. Par critére de comparaison
n
n>1
des séries a termes positifs on en déduit que ~,>2 (In(vy,)

> (In(vng1) — In(vn)).

n>1

— In(v,41)) converge.

Par linéarité,

3. Par propriété des séries télescopiques, In(v,,) converge vers C donc par composi-

tion parexp, lim v, = favec/! = e € R* . De la méme facon lim v, = /.
n—-+o0o n—-+o0o

14
Or, ¢ #£0donc: v,41 ~ €< (n+ 1)1/3Un ~ s u, ~ m Enfin, puisque
n + 1 ~ n, par passage a la puissance a, (n+ 1)“ ~ n'/3. On en déduit au fi-
14
nal : | u, ~ PRVES Orvn e N, —= > 0et Z d1verge d’apres le critere de
n>1
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k+1
Riemann. Par comparaison des séries a termes positifs, E uy, diverge. / e~V gt < emaVE,
n>1 k

n+1 n
Chasles, : / e~V gt < Z e—avk,
0 k=0

k+1
Puisque Vk € N, / e~ dt < ¢ ** nous avons, en sommant et par
Correction de I'exercice 3: k

4 an

1. Par croissances comparées lim n“e” *" = 0 car a > 0. Ainsi, par changement
n—-4o0o k41
de variable lirf n2e=2V" — (. La suite de terme général n2e~ V™ étant conver- De la méme facon, Vk € N, e~ aVk+l < / e~V gt donc Vk > 1, e~ vk <
n—+oo =~ = =~
gente elle est bornée donc en particulier majorée. Ceci entraine 'existence de k s i n " "o
C € Rtel que Vn € N, e=*V" < —.. De plus, par la critere de Riemann Z = /k_ L dt. Alors, en sommant et par Chasles, : Z € =) € dt.
n n k=1
n>1
— LPRN . s . N n n n
converge. Or Vn € N, e=V" > (). Par critére de comparaison des séries a termes Or, pour n > LZ@_G\/E _ 1y Ze_a\/; dott Vn > 1, Ze_a\/g <
positifs on en déduit que Z e~ V™ converge. k=0 k=1 k=0
n
n20 1+ / e~ Ve dt par Chasles et par positivité de I'intégrale.
2. Posons u = +/t, alors pour t; = 0 nous avons ug = 1 et pour t; = n nous 0
avons u; = +/n. Par ailleurs, puisque t = u2, % — 9u donc df — 2u du. Par En accord avec I’expression précédente, nous en déduisons I'encadrement :
u
changement de variable on en déduit :
2 2e"aVntl I 2 2e"Vn
n N —2*672(14’04 n+1)§zeiaﬁ§1+_2* 62 (1+a\/ﬁ)
a a a a
/ eVt =2 / ue” " du. D’autre part, par intégration par parties : k=0
0 0
v o o —awva 1 vn 7u B Vne-an 1. _quyym | 4 Puisque Z eV converge, de somme notée S(a), nous avons
ue” " du = [—Ze |y + = et du = ———— — Sl = >0
0 a Jo a a n nz e
—avm . _ . 2V 2
L1 am VR lim e~k = S(a). Par ailleurs : (1+ayn). ~ =\ne~vn
2 2¢ : n—+oo a? a
a? a a =1
n v d i im 22 NG 0. D
2 2e”avn onc par croissances comparées lim +ay/n) = 0. De méme :
Au final, / e~V gt = — ——5— (1+avn). P P nStoo a2 ( )
0 a a 2~ n+1
lim ————(14+avn+1) = 0. Ainsi, en passant a la limite 1'inégalité
n—-+o0o a

3. La fonction ¢ — e~V" est décroissante sur R, donc V¢ € [k; k + 1],e~aVFT1

t

2
e~V < e=aVk Par croissance de lintégrale on en déduit : e~oVAE+1

. 2
précédente nous en déduisons I'encadrement : — < S(a) <1+ —.
a a

VANVA

Année 2024-2025 2/4



Lycée Déodat de Séverac Correction du DS9 Mathématiques PTSI

S(a a? : ’ : .
(a) < 1+ —. Par théoréme d’encadrement Correction de I'exercice 4:

2
En divisant par — > Oil vient: 1 < —;
“ az

Lo S : . 2
on en déduit lim (Qa) = 1 ce qui prouve au final que : | S(a) ~o+ —.
a—0t aZ a
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1.

2,

4.

ot

=

9.

Probleme 1: Algebre et Géomdélrie
Etude de deux applications
Soit P = aX?+0X + ¢ ¢ Ro[X], alors f(P)
i o % + ¢ € Ka[X] done [ est i valewrs dans Ry[X).
Par ailleurs sofent P.Q € Ry[X] ot A € R, alos f(NP Q) = HAL(F) + Q&)+ AP(AE) + QX)) =
ALPOE) + PO+ HQ(S) + QL] = AF(P) 4 (@) done [ ost lindaire
Soient 2,Q € Ro[X]. A € R, alors p(AF <+ Q) = AP(1) - Q(1) 2(17) 4 () done o est lindaire,

o b e a( L)Y DAL o) = g sy

1
J(1) = 1 done la premitre colonne de In mntrico est (l))
)

1/4
J(X) ', X ot ll done Tn denxitne coloine de In matrice est (I/))
0]

/8
JOX®) AN b X 1 done In troisitme coloumne de la matrice st (I/l)
11

VIRV
Maty(f) (n 12 |/‘|>
0,0 1/

Matgs(f) est ti
injectil et surjectif).

Soit 12 = aX? b 0X + ¢ € Ry[X].

@P) =0 &= a4b+e=0 & a=—
done Keryp = Veet(X — X2, 1 — X?).
Viérifions que (X ~ X%, 1 — X?) est libre : soient A, Az € R tels que Aj(X — X#) 1 Aa(l - X?) = 0, en
dvaluant en 0 il vient Ay = 0, il reste A (X ~ X2) =0 d'otr A, :
Done (X X% 1~ X?%) est libre : ¢’est done une base de Keryp et (llm(l\m ) = 2

mgulaive sans élément nul sur la diagounale done elle est inversible done [ est bijectif (done

—e = P (=be ) XX b (X - X2) el - X2)

Civiwee nn théortme du rang, rg(p) = dim(lm(yp)) = 1 = dim(R) donc ¢ est surjective. Mais dim(Kerp) # 0
done o st pus injective,

Caleal dos puis o8 successives d’une tri
Montvous il w'ngit d'une famille libre : soient Ay, Ay, Az € R tels que A 1+Ap (=2.X) 4 Ay (6X? =6X+1) = 0
GAg =0 Ay =0
I wdont GNgX™ 1 (200 = GAD)X 4 Ap o+ Ay ok Ay =0 d'olt  ~2Xy = BAz =0 dolt ¢ Ay =0
Mot Ay A Ay = A =0
Done B et libre, Pudseno dini(By [ X]) = 8, ¢'ost une base,
] i
11 s'agit do vanger en colonmes low coovdomndos dos yoeteum de B dans B : 0 =2 -6
0 0 [}
10 effectunnt nsdaguence d'opintions dldmontaiios Ly« S by Ly o dha Ly o Ly = 8Ly, Ly o Ly~ Ly

piis Ly Ly = Ly o we vt b e sstidee ddendtes Dape € ost fnvoisihlo

(TN
Lo offoctunnt Tos menmon opérations sie b inateiee identite on aiive i ¢! (I =1/2 =172
00 1/0

i g
10, Moty f =@ Malgfi@ = [0 1/2 @

0 n 1/

1 0 )
Par propriéte dos matvices dingonalos, (Matg f)" = [0 (1/8)% 0 jeis (P ume seeiienee facile)
o 0 (14"
oo ) 3345 4
A" (Matg f) = Qu(Matg )@ = (aprbs ealeut) {0 + +

i
w

=%

Ul

A el 4

1
12, Les contdomndes de 501 dans I bise B sont (Matg )" | b

(
D%ty SO0 = b (o = o)l (4 '1', oot (o ok (e = o )e) N v X2
A1) s (P))0) e o O = )bt (o e = dh)e
i
I faisant tendve vers 4o dans la quantité préeédente on ohtient o /f b4 eo qul vind / Vi
Ju

C. Une autre preuve du résultat précédent

) = P(X) = 1d(P) = [O(P)

) Alors :

i Xtk St XLk
prc iy [zp S e L >]
k=0 -
1
=i LP)HH)'- Z P(
k=0 k=220

done par récurrence la proposition est prouvée.

15. l{up]wlum le (]u"mbmv de conver, ;.,vu(-r- dos sommes de Riemann ¢ si £ est continue swr le segiment [a. 0] alors
\vlim 2 I’(u f A I’(l e,
dd k=) u

lei p(f"(P)) = o L P(k/2")  onpose a == 0, b = 1, N == 2" ——s 0x, on pent appliquer le théortme

n—stoc

préeédent car @ v I’(I) est continue (car polynomiale).
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