Lycée Déodat de Séverac Année 2024-2025
Samedi 05 Avril 2025 Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 7.

Durée : 2 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice

Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Soit E un K-espace vectoriel non nul.

(a) Quand dit-on que E est de dimension finie?
(b) Soit F une famille de vecteurs. Quand dit-on que F est une famille libre? une famille génératrice de £'?

(c) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de £. Quand dit-on que F et G sont deux espaces supplémen-
taires de E'?

2. Onse place dans R* etonnote: F = {(z; y; z; t) e R Ju +y+ 2+t =0}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.

(b) On admet également que H; = {(x, y; z; t) €RY/ { iif_:é) } et Hy = Vect((1; 1; —1; —1)) sont
des sous-espaces vectoriels de R*. Montrer que H; et H, sont des sous-espaces vectoriels de F' puis que

Hy®Hy=F.

1 -2
1 2
(a) Montrer que C'(A) est un sous-espace vectoriel de M3 (R) et calculer sa dimension.

(b) En déduire: C(A) = Vect(I3, A).

3. Onpose: A = ( ) et C(A) ={M € M2(R) /] AM = MA}.

1
4. OnnoteE:C(R,R),F:{fEE// xf(z) de =0} et G = Vect(idr).
0

(a) Montrer que E est un R-espace vectoriel.
(b) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
(c) Montrer que F & G = E.

5. On se place dans R3[X] et on note :

F={PeRy[X]/ P(~1) = P(0) = P(1)} et G = {P € R[X] / P'(—1) = P'(0) = P'(1)}.

(a) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3[X] puis calculer dim(F) et dim(G).
(b) F et G sont-ils supplémentaires dans R3[X]?
(c) Déterminer un supplémentaire de F' dans R3[X].

6. Soient a, b et ¢ trois réels deux a deux distincts et P; = (X —a)(X —c¢), Po = (X =b)(X —c)et P = (X —a)(X —D).
Montrer que (Py, P2, P3) forme une base de Ry [X | puis préciser les coordonnées de 1 + X + X? dans cette base.
7. Calculer rg(z + 1,2 + cos(x), z + cos(2z), x + sin?(x)).

8. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et F1, ..., F, (r € N*) tels que Vi € [1; r], dim(F;) = n — 1.

Montrer, en procédant par récurrence sur r, que dim ﬂ Fil>n—nr.
i€[1; 7]

9. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n (n > 3) et H un sous-espace vectoriel de dimension n — 2.

(a) Justifier I'existence d’une base (e, ..., e,) de E telle que H = Vect(eq, ..., en—_2).
(b) Posons Hy = H + Vect(e,,—1) et Hy = H + Vect(e,,). Montrer que H; N Hy = H.

* ok *
FIN

* k%
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Correction de l’exercice :

1.

(a) Cf. cours
(b) Cf. cours
(c) Cf. cours

2. Onseplacedans R*etonnote: F = {(z; y; z; t) eR* Jx +y+ 2+t =0}

Année 2024-2025

(a) Cf. fiche méthode
(b) Pour montrer que H; est un sous-espace vectoriel de I, on montre que :

e Hi C F:cequiestlecascarsi(x; y; z; t) € Hy,alorsz+y =0etz+t =0
donce+y+z2z+t=0.

e Le vecteur nul appartient a [, ce qui est la cas puisque H; est un sous-
espace vectoriel de R* d’apres I’énoncé.

e H; est stable par combinaison linéaire d’élemnts de H;, ce qui est la cas
puisque H; est un sous-espace vectoriel de R* d’apres I’énoncé.

On fait de méme avec Hs :

e Hy C F:Soit (z; y; 2;t) € Hy,alors INER Jz =\, y=—-\, z=\t=
A. En sommant nous aontenons z + y + z + ¢t = 0.

e Le vecteur nul appartient a [, ce qui est la cas puisque H; est un sous-
espace vectoriel de R* d’apres I'énoncé.

e H; est stable par combinaison linéaire d’élemnts de H;, ce qui est la cas
puisque H; est un sous-espace vectoriel de R* d’apreés 1'énoncé.

Montrons maintenant que H; N Hy = {Og4}. On procéde par double inclu-
sion :

e HyNHy C {Oga}:Soitu = (x; y; z; t) € HH N Hy. Alors: 3N\ € R /o =
A y=-\z=MNt=Acaru € Hy. Oru € H; donc z +y = 0 ce qui
entraine —2\ = 0 soit A = 0. Par conséquent: z =y =z =t = 0.

e L'inclusion {Ogs} C H1NH; est évidente car I'intersection de sous-espaces
vectoriels est par paropriété un sous-espace vectoriel donc a le vecteur nul
par définition d"un sous-espace vectoriel.
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3.

(a)
(b)

(a)

Par ailleurs dim(H>) = 1 car H» est une droite vectorielle par définition.
Calculons alors dim(H7) : soit donc u = (x; y; 2; t) € Hy. Alors, x = —y
et z = —t donc u = y(—1; 1;0; 0) +¢ = (0; 0; —1; 1) ce qui prouve que
u € Vect(uy,us) avec up = (—1; 1;0; 0) et ug = (0; 0; —1; —1). Ainsi :
Hy C Vect(ui,uz). de plus, uy € Hy et ug € Hy donc Vect(uy,u2) C Hq
puisque H; est un sous-espace vectoriel de R*. Au final, par double inclu-
sion : H1 = Vect(ul, UQ).

On en déduit que (u1,u2) est une famille génératrice de Hi. Elle est de plus
libre car si aus + bug = 0 alors (—a; a; —b; b) = (0; 0; 0; 0) ce qui entraine
a=b=0.

La famille (u1,u2) est donc libre et gératrice de H; donc est une base
de H;. Comme cette base est constituée de deux éléments on en déduit

Ainsi H1 n H2 = {0R4}’ et dlm(Hl) + dlm(Hg) = dlm(F) = 3 (La
preuve de dim(F) = 3 est laissée au lecteur!) donc par caractérisation des

supplémentaires en dimension finie | H, & Hs = F.

Cf. TD

On constate que I € C(A) car Al = I;,A = A. Deméme : A € C(A). Or,
C(A) est un sous-espace vectoriel de M5 (R) d’apres la question précédente.
Ainsi : | Vect(I, 4) C C(A). | De plus | dim(Vect(I5, A)) = dim(C(A)) = 2. |
En effet, la dimension de C(A) a été calculée a la question précédente et
dim(Vect(I, A)) = rg(l2, A) = 2 par liberté de la famille (si al +bA = 0

(a —-b —=2b >
alors : b

at o) = 02 donc nécessairement a = b = 0). On déduit

donc des deux points précédents que ‘ C(A) = Vect(I2, A). ‘

On montre que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R). En effet, 'inclu-
sion E C F(R,R) est évidente, la fonction nulle est con,itnue sur R et par
propriétés une combinaison linéaire de fonctions continues sur R est encore
continue sur R.
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(b)

Q)
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Puisque E est un sous-espace vectoriel de F(R,R), par propriété £ est un
R-espace vectoriel.

e [’ C F est évident.

1
e La fonction nulle appartient a F' car / 0dx=0.
Jo
1
e Soient f; et f» deux fonctions continues telles que / xfi(x) de = 0 et
0
1
/ xf2(z) de = 0.Posons g = A f1+pfa. Alors, par linéarité de l'intégrale :
0

1 1 1
/xg(x)dx:)\/ mfl(m)dx—i—u/ xfo(x) de =Ax04+pux0=0.0n
0 0 0
en déduit que g € F.

Les trois points précédents étant vérifiés, on en déduit que : F est un
sous-espace vectoriel de E.

Puisque idg € E, par propriété Vect(idg) est un sous-espace vectoriel de E.
Montrons que F' N G = {0z(g ) }. On procéde par double inclusion :

e FNG C{0r®p)}:Soit f € FNG. Alors: 3A € R /Vz € R, f(z) = Ax car
1
f€G.0Or f e Fdonc

0
Par conséquent : f = 0.

zf(z) dr = 0 ce qui entraine 13\ = 0 soit A = 0.

e Linclusion {0r@rr)} C F N G est évidente car l'intersection de sous-
espaces vectoriels est par paropriété un sous-espace vectoriel donc a le
vecteur nul par définition d"un sous-espace vectoriel.

Montrons que ' + G = E. L'inclusion F' + G C FE étant évidente dans la
mesure ol F' + G est un sous-espace vectoriel de F, il suffit de montrer que
E C F + G. Soit donc g € E. On montre l'existence de f; € F'et fo € G par
analyse synthese :

e Analyse:Si f; € F et fo € G sont tels que f = fi1 + fo, alors Vo €
1

R, fo(x) = Az avec A € R. Comme / zfi(z) dz = 0, par linéarité de l'in-
0

1 1
tégrale : / xf(z) de = %)\. Onen déduit: fo: 2 — (3/ xf(x) dac) x et
0 0

1
firz— f(x) - (/ xf(x) d:c) x.
0
1
e Synthése : Posons : f1 = = — f(z) — </ xf(x) da;)a; et fo 1z —
0

1
< / zf(x) dz) x. Alors, directement f; € G et f = fi1 + fo. Il nous reste
0

1
a montrer que f; € F ce qui est bien le cas puisque : / zfi(x) de =
0

/Olacf(x) dx — (3/0le(:[;) dac) /011;2 dx = 0.

Nous avons donc bien prouvé l'existence de f1 € F, fo € G telsd que

f=rhh+f.

Finalement F N G = {Orgrpr} et F + G = E donc F§G = E par
caractérisation des supplémentaires.
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5. On se place dans R3[X] et on note :

F = {P € Rs[X]/ P(~1) = P(0) = P(1)} et {P € Rs[X] / P'(~1) = P'(0) = P'(1)}.

(a) o F C R3[X] est évident.

e Le polyndéme nul a bien la méme valeur en 0, —1 et 1.

e Soient P; et P, deux éléments de R3[X] tels que : Pi(—1) = Pi(0) =
Pi(—1) et P,(—1) = P2(0) = Py(—1). Posons P = APy + pP,. Alors
P(=1) = AP1(=1) + pP(—1) = AP0) + pP(0) = P(0. De méme on
montre que P(1) = P(0). Au final P(—1) = P(0) = P(1) ce qui prouve
que P € F.

On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de R3[X]. Calculons main-

tenant la dimension de F':

Soit P = aX® 4+ bX? + cX + d tel que P € F. Alors : P(1) = P(-1)

donc:a+ ¢ = 0. De plus P(1) = P(0) donca + b+ c = 0. Ainsi ¢ = 0 et
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a+b=0cequientraine P = aX?® — aX +d = a(X? — X) + d. On en déduit
P € Vect(1, X? — X). ce qui prouve F' C Vect(1, X® — X). L'autre inclusion
est évidente car 1 € F et X? — X? € F et car F est un sous-espace vectoriel
de E. Par double inclusion : F' = Vect(1, X3 — X).

On en déduit que (1, X* — X?) est génératrice de F. Elle est de plus libre car
de degrés échelonnés. C’est donc une base de F' consituée de deux éléments

ce qui pouve que | dim(F) = 2. |

De la méme facon G est un sous-espace vectoriel de dimension 2 avec (1, X)
pour base.

(b) 1 € FNG donc | FNG # {Ogx)} | ce qui prouve que I’ et G ne sont pas

supplémentaires dans R3[X].

(c) On complete la famille libre (1, X3 — X?2) avec les éléments de la famille
génératrice (1, X, X2, X3). On voit qu’en rajoutant 1 et X on obtient encore
une famille libre (1, X3 — X, X, X?) car de degrés échelonnés (quitte a les
réorganiser selon les degrés croissants). Oon a donc une famille libre de
taille maximale donc une base de R3[X] (car dim(R3[X]) = 4.)

Par propriété, Vect(1, X® — X) & Vect(1,X) = R3[X] ce qui prouve que
H = Vect(1, X) est un supplémentaire de F dans R3[X].

6. Soient (o; B; 7v) € R3 tels que aPy + 3P, + vP; = 0. Alors en évaluant en a

on obtient (a — b)(a — ¢)a = 0 soit a = 0 car a # b et a # c par hypothese. De
la méme facon, en évaluant en b et ¢ on obtient 5 = v = 0. Au final la famille
(Py, Py, Ps) est libre. Or elle est contituée de trois éléments et dim(Rz[X]) = 3
donc cette famille est libre de taille maximale, donc une base de R3[X].

Soient (a; f3; v) € R? tels que aPy + P> +vP3 = 1+ X + X?. Alors en évaluant

. l4+a+a? R . .
en a on obtient : « = —————————. De méme en évaluant en 3 et v on obtient :
(a—Db)(a—rc)
14+b+b2 14+c+c?

P=t-at-0" " o=
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7. Comme sin’(z) = 1 — 1cos(2z), on constate que = > sin’(z) € Vect(z

272
1,z — cos(x),x — x +— cos(2x)). Ainsi Vect((x — 1,z — cos(z),z — = —

cos(2z),x ~ sin’(x))) = Vect((x — 1,2 — cos(z),z — x — cos(2z)) donc
rg(z — 1,z — cos(z),r — x ~ cos(2z),z ~ sin’(z)) = rg(z — 1z —
cos(x),x — x +— cos(2z)). Or la famille (z — 1,z — cos(x),x — = — cos(2z)) est
libre.

En effet soient (a,b,c) € R? tels que Vz € R, a + bcos(z) + ccos(2z) = 0. Alors
en évaluant en 0 on obtient a + b + ¢ = 0, en évaluant en 7 on obtient a — ¢ = 0,
puis en évaluant en m nous avons : a — b + ¢ = 0. La premiére et la derniere
relation entrainent b = 0. Ainsia = ceta = —cdonca = —a = a = 0. Il s’ensuit
c=—a=0.

Par liberté de la famille, rg(z — 1,z +— cos(z),z — x — cos(2z)) = 3 ce qui

prouve que | rg(z > 1,z — cos(z), z > x + cos(2x), z + sin?(x)) = 3.

. o Initialisation: Pour r = 1, nous avons dim(F;) = n — 1 donc dim(Fy) > n — 1.

e Hérédétité : On suppose pour un certain r € N* que dim ﬂ Fil>n—r

i€[1; 7]
et on veut montrer que dim ﬂ F; | >n—r—1.Posons H = ﬂie[u; r] F;.
i€[1; r]+1
Alors (e, g1 Fi = H O By, Ainsi: dim (Mg, g0 Fr ) = dim(H 0 Fpa),

Or, par Grassmann, dim(H N Fr41) = dim(H) + dim(F, 1) — dim(F + Fr41).

Or par:

— Par hypothese de récurrence, dim(H) =n — r.

— Par hypothese : dim(F,41) =n—1

— H+ F,41 C Edoncdim(H + F,41) < n.

On en déduit : dim(H N F41) >n—r+n—1—ncestadiredim(H N F.41 >
n —r — 1 ce qui prouve 'hérédité.

9. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n (n > 3) et H un sous-espace vectoriel
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(a)

(b)
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H est de dimension finie en tant que sous-espace vectoriel d'un espace
vectoriel de dimension finie. Par propriété, il admet donc une base. Cette
derniére est constituée de n— 2 éléments car par hypothese : dim(H) = n—2.

D’apres le théoreme de la base incompleéte il est possible de compléter cette
famille en une base (ey, ..., e,) de E (car dim(E) = n).

On en déduit l'existence d'une base (ej,...,e,) de E telle que

H = Vect(eq,...,en_2).

Par double inlcusion :

e H C Hy et HC Hysont évidents. Ainsi, sixz € H,alorsz € Hy etz € H>
donc x € Hy N Hy ce qui prouve que H C Hy N Hs.

n—2
e Soit x € Hy N Hy. Alors x € Hy donc z = Zakek + ae,_1. De méme
k=1
n—2
T = Z Brer + bey, car v € Hy. En faisant la différence des deux égalités il
k=1
s’ensuit :

n—1
Z(ak — Br)er +aen—1—be, =0g.Or (e1,...,e,) est une base de F donc

k=1
est libre. Nécessairement : ¢ = 0 et —b = 0. Comme a = 0, nous avons
n—2

T = E ager ce qui prouve que x € H.
k=1

Par double inclusion :

* kK
FIN

* kX
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