Lycée Déodat de Séverac Année 2024-2025
Jeudi 13 Mars Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 6.

Durée : 2 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

Les questions suivantes sont indépendantes

1. Factorisez dans C[X] et R[X] les polynOmes suivants :
Pi=(X2+X+1)2+1; Py=X*—6X%+12X2— 10X +3.

On pourra remarquer que P> a 1 pour racine évidente
2. Donner une équation cartésienne du plan passant par A(1,1,0), B(0,1,1) et C(1,0,1).
3. On note D la droite passant par A(1,1,1) et B(2, 3,4).

(a) Donner une représentation paramétrique de D.

(b) Donner une représentation cartésienne de la droite D’ parallele a D et passant par 1'origine du repere.
(c) Calculer la distance de I(2,—1,0) a D.

Exercice 2

On se place dans le repére orthonormé direct R = (O, i, j ). Onnote:

i
e Slasphére de centre 0 et de rayon 1;
e Alensemble des points (z,y, z) de I'espace tels que z + y + z = &;
11

e S; I'ensemble des points (z,y, z) de I'espace tels que 2% — 2z + y? — 2y + 22 — 22 + T- 0.

1. Montrer que S; est une sphere dont on précisera les coordonnées du centre ainsi que son rayon.
2. Montrer que AN S est un cercle dont on précisera les coordonnées du centre ainsi que son rayon.

3. On considére My(zo; yo; 20) un point de A N S. Déterminer une équation cartésienne du plan tangent a S en
My que I'on notera Tp.

4. Soit My (1+ %25 14+ % 14 %), Vérifier que M; € Si.
5. On note 7} le plan tangent a S; en M;. Montrer que 17 = 1.

6. Montrer que M; appartient en fait a un cercle dont on précisera les coordonnées du centre ainsi que son rayon.

Exercice 3

On considere 1'équation suivante dans C[X] : P(2X) = P/(X)P”(X). On note P une solution non nulle de cette
équation, d son degré et a son coefficient dominant.

1. Quel est le degré de P(2X)? De P'P”? En déduire la valeur de d.
2. Quel est le coefficient dominant de P(2X)? De P'P"”? En déduire la valeur de a.
3. Déterminer une expression de P.

4. Conclure.
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Exercice 4

Pourn € N, onpose: P = (2X — 1)1 — 1,

1.
2.
3.

Vérifier que 1 est racine de P et préciser sa multiplicité.
Déterminer I'expression du coefficient dominant ainsi que de son coefficient constant.

Déterminer I'expression des autres racines complexes de P. On exprimera ces derniéres le plus simplement
possible a I'aide la fonction cos.

Soit k € [1;n] et u, = cos ( ).Montrer que2n+1—k € [n+1; 2n] et ugpt1—k = —us.

T
2n+1

L km 1
En déduire : 3| ———— ) = —.
n déduire Hc05(2n+1> o
k=1
* % %
FIN
* % K
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Correction de I’exercice 1:

1. ¢ P, cfTD.

e On constate que que P»(1) = 0. On détermine alors sa multiplicité :
P} =4X3—-18X?%+24X — 10 donc Pj(1) = 0. Ensuite : Py = 12X? — 36X +24
donc Py (1) = 0. On remarque que PQ(B)(l) # 0 ce qui prouve que 1 est racine
de P, de multiplicité 3.

Ainsi: Py = (X — 1)3(aX + b). L'identification des termes de plus haut degré

entraine a = 1 et I'identification des termes de plus bas degré entraine 3 = —b.
Aufinal :| P, = (X — 1)*(X +3).
z—1 -1 0

2.ly—1 0 -1 |==z+y+z—2. Uneéquation cartésienne du plan demandé

z 1 1
estdonc:x +y+2—2=0.
3. On note D la droite passant par A(1,1,1) et B(2,3,4).

r=1+t
(@ y=1+2t
z=1+3t
SN 3y — 2z
(b) Soit M (x; y; z). Alors OM A ﬁ = z — 3z |.Une représentation carté-
20 —y
. , . { 2z —y=0
sienne de D’ est donc :
z—3rx =0
[AI A AB|| _ V10

|AB| 7

Correction de I’exercice 2:

11 1
1. x272m+y272y+z2—2z+z:0®(x—1)2+(y71)2+(z71)2:Z.On

reconnait alors une sphére de centre (1; 1; 1) etde rayon 4.

Année 2024-2025
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2. S est la sphere de centre l'origine du repere et de rayon 1.  +y + z = 1 est
1

-3 1

I'équation d'un plan. Or la distance de I’origine au plant est égale a 2=
q P & P & /3 23

Cette distance étant strictement inférieure au rayon de la sphére, par propriété
l'intersection est un cercle.

1 11
4 J 1 _— = —_
e Dont le rayon est égal a| 4/ 15 1/ 12

e Dont le centre est le projeté orthogonal de 1’origine sur la sphére. Ainsi, si 'on
_> 1
note w(a; b; b) le centre du cercle, par propriété Ow = t7 avec @ = | 1
1

Onendéduita =b=c=1t Commea+b+c= 3 aufinala=5b=c= et

1 11
donc : ===
onc w<6’ o 6>

3. Soit Mo(zo; yo; yo) € AN S. Notons T le plan tangent a S en My. Alors M €
To < MoM.OMy = 0. On obtient alors pour équation cartésienne :

(x—20)xo+ (y—yo0)yo+ (2—20)20 =0 & ‘ xxo + Yyo + 220 = 1 |carad+y2 +22 =1
dans la mesure ot1 M € S.

4. Soit My(1+ %2; 14 %5 1+ %), Alors,enposant 21 = 14+ &2, 43 = 14+ L et
21 = 1+ %, nous constatons que :
(1= 1)2+ (y1 —1)?+ (21 — 1)? = 2(a3 + yd + 23) = 1 ce qui prouve que M; € S;.

] =

5. Il suffit de montrer que M; € Ty et quela d(1; 1; 1),Tp) =

Or, z1@o + y1yo + 2120 = T + Yo + 20 + 5(23 +y3 +23) = 3+ 3 = 1.

-1
De plus : d((1,1,1),Tp) = |70 + Yo + % | = %car o+ Yo+ 20 = %et car

Vi + g+ 25

wg g+ 25 = 1.

On en déduit donc que Tj est la tangente a la sphere S; en M ce qui prouve que
Ty =1T:.
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13
6. M, appartienta S; et de plus, puisque 1 +y1 + 21 = vy car xo + Yo + 20 = %, on

en déduit que M, appartient au plan P; d’équation: z +y+ 2z — 13 = 0. Ainsi, M;

appartient a l'intersection de ces deux ensembles. Par ailleurs, d((1; 1; 1), P;) =

YWek Comme cette distance étant strictement inférieure au rayon de la sphere,

par propriété 'intersection est un cercle.

V35
=
e Dont le centre est le projeté orthogonal de (1; 1; 1) sur la sphere S;. Ainsi, si

e Dont le rayon est égala /1 — 5= =

I'on note w(a; b; b) le centre du cercle et = (1; 1; 1), par propriété Q_J) =t

13
.Onendéduita=b=c=1+t.Commea+b+c=—,au

1
-
= 1
avec n . 1

- .1 ) 1. 1.1
finala=b=c= L etdonc:w(%; &; &)

J—

Correction de I’exercice 3:

1. P(2X) est de degré d.

Si P est de degré inférieur ou égal a 1, P'(X)P"(X) est de degré —oo, et sinon P’
est de degré d — 1 et P” de degré d — 2 donc P'(X)P"(X) est de degré 2d — 3.

la seule solution de degré inférieure ou égal a 1 est nécessairement le polynéme
nul, car alors P/(X)P"”(X) = 0. Or P est non nulle par hypothese. Nécessaire-
ment P est de degré supérieur ou égal a 2 et donc P'P” est de degré 2d — 3.
D’apres la question précédente, et puisque P(2X) = P'(X)P"(X), on en déduit
par passage de I'égalité aux degrés que : d = 2d — 3 soit

2. Nous avons donc P = aX? + bX?2 + cX + d, o1 a # 0 est le coefficient dominant
de P. Alors P(2X) a pour coefficient dominant 8a et P’P” a pour coefficient

Or P(2X) = P'P"” donc: 8a = 184 &

4
a= —.
9

3. Les questions précédentes nous menent a P = 2X>+bX%2+4cX +d avec
(b,c,d) € C3.

4. Réciproquement soit P de la forme : P = 2X? + bX? + cX + d avec (b, c,d) € C3.
Alors P(2X) = P'P" & 4bX = 2¢X +d = 80X? + 4bX + 2bc. Par identification
des coefficients on en déduit: b = c=d = 0.

Au final le seul polyndme non nul vérifiant P(2X) = P/(X)P"(X) est P = 2 X3.

Correction de I’exercice 4:

dominant 3a x 6a = 18a2.

Année 2024-2025

1. On constate que P(1) = 0 et, puisque P’ = 2(2n + 1)(2X — 1)*", P'(1) # 0 ce qui
prouve que 1 est racine simple de P.

2n+1

2 1

2. Par application du bindme de Newton, P = Z 2k (—1)k=1 ( " l:_
k=1

coefficient dominant vaut donc 2271 = 2 x 4" et le coefficient constant vaut —2.

)X’“—ZE

3. Soit z € C une racine complexe de P. Alors (2z — 1)*"™! = 1. On se rameéne donc

aux racines 2n + 1-emes de 'unité en posant : Z = 2z — 1. Comme Z?"*! =1, on

2ikm 2ikm
en déduit I’existence de k € [0; 2n] tel que Z = e2n+1. Ainsi: 2z = 1 4 e2n+1.
2ikm ikm —ikm ik

Or, par factorisations par ’angle moitié : 1 4 e2n+1 = e2n+1(e2n+l 4 e2ntl) =

ikm T
e2n+12 cos . Aufinal :
2n+1

complexes,

les racines différentes de 1, ont

ik km
2n+1
e COS (2n T 1)

obtient la valeur 1.

pour expression

avec k € [1; 2n] car pour & = 0 on constate que 'on

km
= cos|m— =
2n+1

(2n+1k)ﬂ'>

4. Nous avons : uspp1-k = COS
s 2n+1
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— cos k = —ug. deplus;sil < k < n,alors —n < —k < —1 et donc follolel
2n + 1 - - 7= FIN
2n ik
5. Notons P produit des racines. D’aprés précédemment : P = 1 x H en+lyy =

k=1

2n ikn n 2n

H e2n+1 H Uk H Uk - Or:

k=1 k=1 k=n+1

2n

k=1
n

2n n
e Par changement de variable : H up = Hugnﬂ,k = H(—uk) =
k=1

k=n+1 k=1

k=1
s
Ainsi: | P =
insi (Hcos(%“))
k=1
. . . . (—1)2n+1a0
De plus, d’apreés les relations coefficients racines, P = ~————— oliap = —2 et
A2n+41

a2n+1 = 2 X 4™. On en déduit :

n 2 2
(11 (5557)) - - (2)
Pty 2n+1 4qn 2n

km

= 1
Par positivité de ];[[1 cos (Qn - 1) et on Oon en déduit au final
- km 1
H cos{ 5= ) =5
k=1 ne
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ik ) 2n . n 1
o H e2n+l = exp <2£:1 Z k) = """ = (—1)" car Vn € N*, Zkz = 771(712—1— ) ;
k=1 k=1
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