Lycée Déodat de Séverac Année 2024-2025
Samedi 11 Janvier 2025 Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 4.

Durée : 2 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice

On note (a,)nen € RY telle que : Vn € N, a,, €]0; 1[ et on considére une suite (uy)nen telle que: 0 < uy < up < 1et
Vn €N, uptro = (1 — ap)unt1 + aniiy.

1.

2.

N U ®

Montrer que pour tout entier naturel n, u,, € [0; 1].

n
On considére la suite définie par P, = H ay.
k=0

(a) Etudier la monotonie de (P,) puis montrer que (P,) converge vers L € [0; 1].
(b) On suppose que L # 0. Montrer que 11)51_1 an = 1.

1
(c) On pose dans cette question uniquement a,, = 1— s Calculer P, eten déduire lirf P,.Laréciproque
n n—-+o0o

de la question précédente est-elle vraie?
Montrer que : Vn € N, tpt2 — Unt1 = —an(Unt1 — Uy, ) et en déduire Vn € N*, wpqq —upn = (—1)"Pp—1(u1 — o).
Montrer que : Vn € N, upyo —upn = (1 —ap)(Unt+1 —uy) et en déduire les monotonies de (ugp )nen €t (Uzn+1)nen-

On suppose : lir+n P, = 0. Montrer que (u,,) converge vers ¢ €]0; 1].
n—-—+oo
On suppose : Erf P,, # 0. Montrer que (u,,) n’a pas de limite.

On suppose que Vn € N, a,, = o avec a €]0; 1[. Donner une expression simple de (u,,) puis calculer lirJrrl U,
n—r—+00

Probleme

Définitions

¢ On dit qu'une matrice ligne ou colonne est stochastique lorsque ses coefficients sont tous positifs et que la somme
de ses coefficients vaut 1. Par exemple, la matrice colonne (0, 3 0,6 0, 1) est stochastique car 0,3 > 0, 0,6 >
0,0,1>0et0,3+0,6+0,1=1.

e On dit qu'une matrice carrée est stochastique lorsque chacune de ses lignes 1’est.

[ Partie A : des propriétés des matrices stochastiques]

Soit X = | 1 | e My 1(R) et A= (aij)i<ij<n € Mn(R)avec des coefficients positifs ou nuls.

1

(Q1) Montrer que A est stochastique si et seulement si AX = X (%)

(Q2) Soit A = (aij)1<ij<n et B = (bij)1<i,j<n deux matrices carrées de M,,(R).

(a) Rappeler la formule donnant le coefficient ligne i € {1;---;n} colonne j € {1;---;n} de la matrice produit
AB.

(b) En déduire que si les coefficients de A et de B sont positifs alors il en est de méme de ceux de AB.
(c) En utilisant (), montrer alors que si A et B sont stochastiques alors la matrice AB 1’est aussi.
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[ Partie B : Un exemple avec les matrices de taille (3, 3)]

Dans cette partie, on étudie les trois suites (x,), (y») et (z,) a valeurs dans R définies par : o = yo = %, 20 =0
et pour tout entier naturel n :

Tny1 = (1/3)zn + (1/2)yn + (1/6)2,
()X Yns1 = %xn +(1/3)yn + %zn
Zn+l1 = %xn + %yn + %Zn
In
Pour toutn € N, on pose X,, = | yn
Zn

(Q 1) Montrer que (S) s’écrit sous forme matricielle X, = AX,, avec A une matrice de M3(R) que I'on précisera.
(Q2) Justifier que la matrice carrée A est stochastique.

1 -2 1
(Q3) (a) Soit@Q@=1(1 1 0 |.Montrer que Q est inversible et calculer Q.
1 1 -1
10 0
(b) En déduire que A=QDQ !, avecD= [0 0 0
0 0 1/6

(Q4) Démontrer par récurrence que pour toutn € N,ona: X,, = QD"Q~ ' Xo.
(Q5) Soitn € N*.
(a) Exprimer X,, en fonction de n.
(b) Montrer que le vecteur X,, est stochastique. Vous n’étes pas obligé d’avoir trouvé I'expression explicite de
X, pour traiter cette question.
(Q6) Prouver que (z,,) (respectivement (y,,) et (z,)) converge vers une limite, notée ¢,, (respectivement ¢, et ¢).
ETL‘

(Q7) Prouver que L = | £, | eststochastique et calculer AL.
L

[ Partie C: avec des matrices s’écrivant comme PDP_lj

di 0 0
Supposons que la matrice A est stochastique et que A = PDP~! avec P € GL,(R),D = O ] e

P (]

0 --- 0 d,

but est de montrer qu’au moins un des coefficients de D est égal a 1 et que tous ses coefficients sont des nombres
de l'intervalle [—1;1].

1
(Q1) Onreprend X = | : | € M,1(R). En utilisant (x), vérifier que DP~'X = P~'X.
1
)
(Q2) Onnote X' = P~'X := | : | .Montrer que X' # O, puis que : Vi € {1;---;n}, a2} = d;z}.
x/
(Q3) En déduire l'existence de ip € {1;---;n} tel que d;, = 1.
(Q4) Soit maintenant i € {1;---;n}. Justifier que D — d;I,, n’est pas inversible et donc que A — d,I,, non plus.
(Q5) En déduire qu'il existe X; € M1 (R) non nul tel que AX; = d; X;.
o)
(Q6) Onnote X; = | : | les coefficients de X;. On note ky tel que max (|m,(f) ) = |m§;0) |. Montrer alors que |d;| < 1.
zl) o
* % K
FIN
* % Kk
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Correction de I’exercice : 3. Puisque Vn € N, upi2 = (1 — ap)tnt1 + GpUy, NOUS AVONS Upi2 — Untl =
—AnUn+1 + apu, = *an(unJrl - un)

1.

2.

Année 2024-2025

On procede par récurrence double :

o Initialisation. Par hypothése sur la suite, ug € [0; 1] etuq € [0; 1].

o Hérédité. Pour un certainn € N, on suppose : u,, € [0; 1] et up41 € [0; 1]. Alors
Unt2 = (1 — an)Unt1 + anty. Or, par hypothese de récurrence, 0 < up41 < 1.
En multipliant par 1 — a,, > 0 on en déduit: 0 < (1 — ap)p+1 < 1 — a,. De
méme, par hypothese de récurrence 0 < u,, < 1 donc en multipliant par a,, > 0
on en déduit : 0 < apu, < a,. En sommant les deux inégalités précédemment
obtenues on en déduit: 0 < (1 — ap)unt1 + antn < (1 —ay) + ay ce qui prouve
que : 0 < upi9 < 1 donc 'hérédité.

Par récurrence double, pour tout entier naturel n : 0 < u,, <1.

P,
(a) On constate que Vn € N, P, > 0carVn € N, a,, > 0. Alors:Vn € N, P+1 =
Ant1 car Poy1 = apt1 P, par Chasles. Commme a,,4+1 < 1 par hypot}{lése :

P,

i < 1. Par positivité de P, on en déduit: Vn € N, P,,; < P, ce qui
n

prouve que la suite (P, ) est décroissante. Comme elle est minorée par 0 elle

converge vers L d’apres le théoréme de la limite monotone. Par décroissance

L < Py < 1etcomme Vn € N, P, > 0, par passage a la limite, L > 0. Au

(b) On suppose Er}rl P, = L avec L # 0. On remarque que pour tout entier

P n+1
P,
propriété des suires extraites lir}rl P41 = L. Comme L # 0, par quotient

n—-+0oo

naturel n non nul, a,41 = . Or, par hypothese lirf P, = L et par
n——+0oo

de limites on en déduit lim a,4+1 = 1. Nécessairement

lim a, =1.
n—-+o0o

n—-+oo

1 n+1

ia, =1— = lim P, =0.

(c) Sian n+2 n+2 n—1>I-ir-loo =0
I = 1. La réciprog ion précé ’

Pourtant Jm an La réciproque de la question précédente n’est donc

pas vraie.

1
par télescopage P, = ) donc

1/4

Montrons par récurrence que ¥n € N*, w,41 — up = (=1)"Py_1(u1 — uo).

e Initialisation. Comme us — u1 = —ag(u1 — up) d’apres 1'égalité précédente
I'initialisation, est vérifiée.

e Hérédité. Pour un certainn € N*, on suppose : ty+1—tp = (—1)"Pn_1(u1—uo).
Alors, en utilisant 1’égalité précédente on en déduit : up42—Unt1 = —@n(Unt1—
uy,). En utilisant 'hypotheése de récurrence on en déduit : upio — Upt1 =
—an(—l)”Pn,l(ul — U()). OI', (71)"(71) = (71)n+1 et Pnflan = Pn Donc :
Utz = Uns1 = (=1)" 1Py (w1 — o).

Par récurrence : ‘ Vn € N*, Upy1 — ty = (—=1)" Py (u1 — ug). ‘

. Puisque Vn € N, uyy2 = (1 — ap)tunt+1 + anuy, nous avons Vn € Ny, upio — uy =

(1 - an)uTL+1 + AnUp — Up = (1 - an)(un—i-l - un)‘

D’apes la déduit
‘Vn EN, tupio—up = (1 —apn)an(—1)"Py(u1 — uo). ‘

question précédente on en

AIOI'S, Vn € N, U2p 42 — U2y, = (1 — QQn)QQnPQH (u1 — UO)- Comme ur—ug < Oet que
toutes les autres grandeurs sont positives, on en déduit Vn € N, ug,42 — ug, <0
ce qui prouve que la suite (u2,) est décroissante.

De méme Vn € N, U2p+3 — U2p+1 — 7(1 — a2n+1)a2n+1P2n+1(u1 — UO) donc
Vn € N, ugnys — tant1 > 0 ce qui prouve que la suite (ug,41) est croissante.

. D’apres précédemment : Vn € N, ug,q1 — U2n = Pon(u1 — uo). Or, par hypothese

lim P, = 0 donc par propriété des suites extraites lim Py, = 0. Ainsi, par

n—-+o0o n—-+o0o

opérations élémentaires lim w9, 41 — u2,) = 0. Au final, (us,) est décroissante,
n—-+4oo

(ugn+1) est croissante et lim  ugp41 — u2,) = 0. Ceci assure que les suites (u2,,)
n—-+oo

et (u2n41) sont adjacentes donc convergent vers un méme réel ¢. De plus Vn €

N, wont1 < lug, donc uy < ¢ < ug ce qui prouve que | £ €]0; 1[. | Enfin, les suites
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extraites (ugn) et (ugn41) convergent vers une méme limite, par propriété (us,)
converge.

6. Ici (az2,) est décroissante et minorée par 0 car Vn € N, a,, > 0. Elle converge donc
vers un limite ¢;.
De méme (as,,) est croissante et majorée par 1 car ¥n € N, a,, < 1. Elle converge
donc vers un limite /5.

De plus : Vn € N, uop41 — w2, = Pan(u1 — ug) donc par passage a la limite on en
déduit l — £1 # 0 car ll}rf P, # 0 par hypothese.

Par l’aburde si (u,) admet une limite ¢, alors par propriété des uites extraites
(u2n) et (ugn41) également. Alors ¢12 = ¢y = (. Contradiction car ¢; # /5. Par
I’absurde (u,,) nadmet pas de limite.

7. On reconnait une suite récurrente double d’équation caractéristique
7> — (1 — a)r — a = 0. Les racines de ce trindme sont : 1 et —a ce qui as-

sure l'existence de (a; b) € R? tels que pour tout entier naturel n : upa + b(—a)".

Deplus:a+b=wupeta—ab=wu;donc:b= uf;ul car 1 + a # 0. D’autre
[0
U1 + aug
part:a = ———
1+«
Onendéduit|Vn € N, u,, = r(m + aug + (up — u1)(—a)". |Enfin, 0 < a < 1
«
donc 0 < | — @] < 1. Par conséquent : lir}rl (—a)™ = 0. Par opérations usuelles :
n——+00o

r 1 n «o

im U, = —— .
n—>+oou 1+au1 1+au0

Correction du probléme :

[Partie A : des propriétés des matrices stochastiques]

(Q1) On sait que la matrice A a ses coefficients positifs ou nuls.

Année 2024-2025

e Donc A est stochastique si et seulement si la somme des coefficients de
chaque ligne est égale a 1.

e D’autre part, le coefficient ligne i € {1;---;n} de AX est donné par
n n
Zaik X 1= Zaik.
k=1 k=1

e Donc A est stochastique si et seulement si Vi € {1;---;n},> _jap X 1 =
> r_q air = 1 siet seulement si les coefficients de AX et X sont égaux.

Ainsi,

‘ A est stochastique si et seulement si AX = X (%) ‘

(Q2) (a) Le coefficient ligne i € {1;---;n} colonne j € {1;---;n} de la matrice
produit AB est

n
g it br;
k=1

(b) Puisque une somme de nombres positifs est positif, on en déduit que si les
coefficients de A et de B sont positifs alors il en est de méme de ceux de
AB.

(c) Par la premiere question, on sait que les coefficients de AB sont positifs.
De plus, on a : ABX = AX par (x) puisque B est stochastique. Donc
ABX = AX = X car A est stochastique.

Ainsi, on a montré que si A et B sont stochastiques alors AB est stochas-
tique.

[ Partie B : Un exemple avec les matrices de taille (3, 3))

1/3 1/2 1/6
(Q1) Ona AX, = X,,;1avecA=(1/3 1/3 1/3
1/3 1/6 1/2

(Q2) La matrice A est stochastique car ses coefficients sont positifs et la somme des
coefficients de chaque ligne est égale a 1.
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1 -2 1
Q3) @st=(11 o).

1 1 -1
r =2y —+z U
On résout le systéme : T 4y =v
T +y —z =w
r 2y 4z =u
= T +y =
z =v—w
T =2y 4z =u
& 3y —z =v-—u
z =v—w
z:u+2y—z:%u+%v+%w
- y:f%qu%vf%w
z=v—w
T 1/3 1/3 1/3 U
& yl=1(-1/3 2/3 -1/3 v
z 0 1 -1 w

Le systéme admettant une unique solution quel que soient u, v et w fixés,
on en déduit que @ est inversible. La mise sous forme matricielle du sys-

/3 1/3 1/3
téme précédent assure par ailleurs que : | Q™' = [ —1/3 2/3 —1/3| |
0 1 -1

() Ona A = QDQ~' & Q'A = Q-'QDQ~' & Q'AQ = I;DI; = D.

Année 2024-2025

Calculons alors Q 1t AQ :

/3 1/3
(1/3 2/3

0 1
0 0
0 1/6
(Q4) Onpose pourn > 0,P(n): X, =QD"Q Xo.

(a) On a QDOQilX() = QIgQilXO = QQilXO = I3Xy = Xo. Donc Py est
vraie.

1/3\ /1/3 1/2 1/6\ (1 -2 1
Q7 TAQ 1/3) (1/3 1/3 1/3) (1 1 o)
—1 1/3 1/6 12/ \1 1 -1

1
0
0

(b) On suppose que P(n) est vraie pour un rang n > 0. Alors
X1 = AX, = QDQ™'QD"Q™' Xy = QDI;D"Q ™' Xo = QD" Q™' Xo

On a montré que Vn > 0,P(n) = P(n+1).
(c) Par le théoréeme de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n.
(Q5) Soitn € N*.

(a) Il estimmédiat que

1 0 0
D=0 0 0
0 0 (1/6)"
1/2
Puis Xo = | 1/2 |. Par produits matriciels, nous avons :
0

1/3
1/3 - (1/2)(1/6")

(1/3%(1/2)(1/6")
X, =
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(b) On peut utiliser 'expression explicite et on obtient :
VnGNalﬂnernJan =1

Par définition, X, est stochastique pour tout entier n.

(Q6) 1l estimmédiat que| lim =z, =

n—-+oo fim Yn = ngr-&r-loo n = 1/3 '

n—-+oo

(Q7) La matrice colonne L est donc stochastique et AL = L.

( Partie C : avec des matrices s’écrivant comme PDP*1]

(Q1) Onreprend X = | :
1

X & DP7'X = P~1X puisque P7'P = I;.

On suppose que X’ est nul. Alors P~'X = 0,,; & PP7'X = P0,; & X =0,

ce qui est faux. Donc X’ est non nul.

€ M,1(R). Par (x),ona AX = X. Donc PDP~!X =

Q2)

On a DX’ = X'. En effectuant le produit matriciel, on obtient Vi &
{1 sn}, ) = di.

Q3)

Cela signifie qu’il existe au moins un indice ip € {1,--- ,n} tel que z; # 0. Par
conséquent, zgo = d;, zgo < dj, = 1. On a donc montré que au moins un des

coefficients de la matrice D est égal a 1.

(Q4) Soit maintenant ¢ € {1;---;n}. la matrice D — d;I,, n’est pas inversible puis-
qu’elle a la iéme ligne nulle. De plus A — d;I,, = PDP~! —d;I, = P(D —
d;I,)P~!. Raisonnons par l'absurde ensuite. Si A — d;1,, est inversible alors
P~YA - d;1,)P = D — d;I,, I'est aussi ce qui est faux. Donc A — d;I,, n’est

pas inversible.

(Q5) Par théoreme, il existe X; € My1(R) non nul tel que (A — d;I,)X; = 0n1 ce qui

équivaut a AXZ = lez

Année 2024-2025

(Q 6) On calcule le produit matriciel précédent et pour la ligne kg, on obtient :

Z ako_,k:c,(j) = dl:c,(:())
k=1

Par l'inégalité triangulaire, on a :

dix)| = [ S5 ke S lang k] x 2]

S lang k] x 2]

IN A

Or Y1 |aky k] = Dop—q Gko,x = 1 puisque A est une matrice stochastique. Fi-
nalement o o
|dizy,) | < |z

Or z,(jo) # 0 par la question précédente et par définition de X ). Ainsi

Tous les coefficients diagonaux de D sont donc en valeur absolue inférieurs ou
égaux a 1.

* % K
FIN

* k x
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