Lycée Déodat de Séverac Année 2024-2025
Samedi 07 Décembre Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 3.

Durée : 4 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

- Questions de « cours »-

Les questions suivantes sont indépendantes.

1.
2.

Résoudre I'équation différentielle 2%y’ + zy = 1.

Montrer f : ¢ + cos(t) induit une bijection de [0; 2] vers un ensemble a préciser. On note f~* l'application
réciproque associée. Sur quel intervalle f~! est-elle dérivable?

. Montrer que la composition d’applications injectives est injective.

. Soit E, F et G trois ensembles, et f : E— F et g : F'— G deux applications. Montrer que si g o f est surjective,

alors g est surjective.

. Soit (un)nen la suite définie par up = 2, u1 = 3 etV¥n € N, up19 = 3upt1 — 2u,. Démontrer par récurrence que

pour toutn € N, u,, = 2" 4 1.

n
. On considere (a,) telleque: ap = 1etVn € N, apy1 = Z ArQp—rk-
k=0

n

- 1
(a) Montrer (une récurrence est inutile ici!) que Vn € N, Z —— <n+1.

%)

(b) Montrer par récurrence que Vn € N, a,, < n!

Exercice 2

1 1 -2
On note f la fonction d’expression f(z) = arcsin ( 7) et g la fonction d’expression : g(z) = §Arcos ( x_)
T T
(a) Donner les domaines de définition de f et g. On notera D le domaine de définition de g dans la suite de
I'exercice.

(b) Donner une expression simple de sin?(g(z)) et sin?(f(x)) pour tout z € D. En déduire que f = g.
(c) Donner le domaine de dérivabilité de g et calculer ¢’. En déduire une autre fagon de montrer que f = g.

Soit z € } 0; ) { En vous aidant d"une intégration par parties, montrer que :

1/ sin?(x) 1 T - 1
arcsin | — | dt = —— — — + - 1.
/2 (ﬂ) sin?(z) 2 tan(z)

x 1/ sin(x) 1 x dt
Soit z € }0; = { Exprimer / arcsin (—) dt en fonction de / —
2 9 Vi /4 sin”(t)

(on pourra faire une intégration par parties apres le changement de variable).

a l'aide du changement de

variable : t =

sin?(u)

xT

o]

|

Déduire des deux questions précédentes une expression simple de /7r P M pour x € } 0;

Probleme

PARTIE I: Questions préliminaires.
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1—u? 2
1. Soit ¢ € [0; m[. On pose u = tan (). Montrer que cos(t) = 1—|——ZQ et sin(t) = 1+—uu2

2. Soit f une fonction continue sur R, a valeurs dans C, et 2r-périodique. Montrer a 'aide d’un changement de

2m+a a 27+a 27
variable que Va € R, / ft) dt = / f(t) dt et en déduire Va € R, / ft) dt = f(¢) dt.
2m 0 a

0

3. Soit f une fonction continue sur R, paire et 27-périodique. A 1aide d"un changement de variable, montrer que :

/Wf(t) dt = ’ f(t) dt puis que : 2Wf(t) dt:2/ﬂf(t) dt.
0 — 0 0

x

4. Soit f une fonction continue sur R. On note F(x) = / f(t) dt. Justifier que Va € R, lim F(z) = / f() dt.
r—a 0

0
(On admettra que si f est continue sur R alors Voo € R, lim f(z) = f(zo).)
rT—rx0o

PARTIE II : Deux calculs d’intégrales.

Pour r € [0; 1[U]1; +oo], on consideére les intégrales suivantes :

27 27 .
r — cos(t) sin(t)
(r) /0 r2 — 2rcos(t) + 1 dt, (r) /0 r2 — 2rcos(t) + 1 dt

1. Justifier 'existence de A(r) et B(r) puis calculer B(r).
r — cos(t)

dt
r2 —2rcos(t) + 1

2. Montrer que A(r) = 2/
0

r — cos(t)

dt.
r2 —2rcos(t) + 1

3. On considere un réel a €]0; 7| et on pose : I,(r) = /
0

t
(a) Enréalisant le changement de variable u = tan <§> , montrer que I(r) est de la forme :

du

9 tan(a/2) u? +a
=) e

I,(r) =

oil « est un réel non nul que 1’on exprimera simplement en fonction de .

. : 3 u? + « A B
(b) Déterminer deux réels A et B tels que : Vu € R, oW ) = npe + R

(c) En déduire: I,(r) = % (Arctan (M) + g)

(d) En distinguant les cas o < 0 et o > 0 déterminer lim I,(r).
a—T

2
(e) Finalement, montrer que A(r) =0sir €]0; 1[et A(r) = Tsir>1
r

PARTIE III : Indice d"un point par rapport a un lacet.

Soit v : t + x(t) + iy(t) une application définie sur [0; 1], & valeurs dans C, de classe C"! et telle que y(0) = v(1). On
note de plus z € C\ v([0; 1]). On appelle indice d'un point par rapport a un lacet, et on note : Ind, (z) l'intégrale :

1t A
Indy(z)—%/o S

1. Justifier 'existence de Ind, (z) pour tout z € C \ v([0; 1]).

2. On pose dans cette question uniquement : y(t) = e?™ et z = pe'? tel que p # 1 et ¢ € [0; 27].

(a) Vérifier que v et z vérifient les hypotheses précédentes puis calculer Ind., (0).
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(b) On suppose z # 0. A I'aide d’un changement de variable, montrer que :

27
dt
Ind,(z) = ZL/O —

T r— et

1
avecp = —.
r

(c) Exprimer la partie réelle puis la partie imaginaire de l'intégrale ci-dessus en fonction des intégrales A(r)
et B(r). En déduire la valeur de Ind, (z) selon les valeurs de z.

3. On garde lanotation Ind, (z) précédemment introduite et on considére a nouveau une application vy quelconque
vérifiant les hypotheses précisées au début de cette partie.

T !/ t
On veut montrer dans cette question que Ind, (z) € Z. On pose pour ceci : F(z) = exp ( / v(ﬂi)( ) z) dt.
o _

F
(a) Justifier la dérivabilité de G : x +— ()l pour tout = € [0; 1] et montrer que : Vx € [0; 1],G'(x) = 0.
v(z) — =z
(b) En déduire que F'(0) = F(1) puis que exp(2inInd,(z)) = 1. Conclure.
* * *
FIN
* * *
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Correction de I’exercice 1:

1. Cf fiche méthode.

2. Cf cours.

3. f est dérivable sur [0; 27] et par somme Vt € [0; 27, f'(t) = 1 — sin(t). Nous
avons donc V¢ € [0; 27, f'(t) > 0 et f’ ne s'annule qu'une fois en 5. Insi f est

strictement croissante et continue sur [0; 27| donc induit une bijection sur son
image qui est [f(0); f(2m)] = [2; 2m + 1].

De plus Vt €]0; 5[U]5; 2n[, f'(t) # 0 donc par propriété f~! est dérivable sur
2; 5[5

7,
27 + 1] puisque f(5) = 3.
4. CfTD.

5. Par récurrence double, comme dans la fiche méthode.

o
v

(a) Puisque 0 < k < n, nous avons : Yk € [0; n] (Z) 1 puisqu’il s’agit d'un

1
entier naturel non nul. Ainsi : Yk € [0; n]—— < 1. En sommant on en

(+)

n

I

(b) On procede par récurence forte. L'initialisation est évidente. Pour ce qui est
de 'hérédité si pour un certain n € N nous avons : Vk € [0; n],ar < k!
n

déduit <n

alors ax, < kleta,—r < (n — k)!. Donc Zakan,k < Z El(n — k)L Or, par
k=0 k=0

Zakan,k et par ailleurs Vk € [0; n],
k=0

n'

(&) = mmmr

hypothése : a,41 =

)

Ainsi : Zkz' n—=k
k=0

Par conséquent :

Année 2024-2025

n
. Or, d’aprés la question précédente : Z
k=0

<n+1.

n
a1 <nly

1 1
n n
k=0
(+) (+)
On en déduit a,+1 < (n + 1)n! cest a dire a1 < (n + 1)! ce qui prouve
I'érédité.

Par récurrence forte, pour toutn € N, a,, < nl.

Correction de I’exercice 2:

1. Onnote f la fonction d’expression f(z) = arcsin

1
sion : g(x) = §Arcos <

(a)

(b)

1/6

et g la fonction d’expres-

1
NG

Tz —2

—
Puisque arcsin est définie sur [—1; 1] et la fonction racine est définie et
non nul sur RY, il nous faut determlner les valeurs de z € R pour

1 1
lesquelles : —1 < ﬁ < 1. Comme Vz € R7, \/_E > 0, ceci est équivalent
1 1
\/_ <14 — <1 <& z > 1. Le domaine de définition de f est donc :
[1; 400l

De méme, Arcos est définie sur [—1; 1], il nous faut donc déterminer = # 0
x—2 2(x — 1)
& > 0et
T 2
,—1§—‘7j <1<% z > 1.Nous
x

—1
LS I

-2
telque:—lgz—gl.Or—lg
T

1
— > 0% z > 0. Par conséquent Vo € RY

X
avons donc| D = [1; +oo].

Puisque Vy € [~1; 1],sin(arcsin(z)) = 2 on en déduit : Vo € D, sin’(f(z)) =
1
x
. . .9 1 — cos(2y) L.
De méme puisque Vy € R, sin“(y) = — nous en déduisons :
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-2
1 — cos (Arcos <x_>) 122
Va € D, sin®(g(z)) = 5 a = =

Ainsi : Par ailleurs, Vz € D,

Vz € D, sin?(f(x)) = sin?(g(x)).

doncVz € D, f(z) € {0; g} ce qui assure que sin(f(z)) > 0.

De méme , Vx € D, Arcos

Ainsi : Vo € D,sin(g(z)) > 0.

T
= € [0; m] donc Vz € D, g(z) € [0, 5}

Par stricte croissance de la fonction carré sur RT on en déduit : Vo €
D, sin(f(z)) = sin(g(x)). En fin par bijectivité, donc injectivite de sin sur
[0; g] on en déduit:[¥x € D, f(x) = g(x). |

Comme la fonction Arcos est dérivable sur | — 1; 1] le domaine de dériva-
-2
bilité de f correspond a l'ensemble des x # 0 tels que : —1 < T2 <1

x
c’est a dire x > 1 d’apres les calculs précédents. On en déduit que g est
dérivable sur |1; +oo[ et par dérivation de la composition de fonction :
1 —(x—2) 1

Va €]1; +ool, ¢'(z) = —35 5

RS

x

2 (2®2-4 4 2
Or, Yz €]1; +oof, /1~ (%4)2 = \/x @ 2 z+4) = E\/ac—l. Par
1

Vz €]1; +oo], ¢'(z) =

conséquent :

- 20/1 —

De méme, comme arcsin est dérivable sur | — 1; 1|, f est dérivable sur
-1 1 1

1; +oof etVz €]1; +oof, f/(x) = =— )

s ool et €]t ool ) = 5 m e = e

On constate donc que Vz €]1; +oof, f'(z) = ¢'(z) donc f et g dif-
ferent d’une constante sur cet ensemble. Il existe C € R, tel que

2/6

Vo €]l; 4oof, f(z) = g(z) + C. En particulier f(4) = g(4) + C. Or,
f(4) = arcsin(3) = % et g(4) = $Arcos(3) = 3% = % On en déduit C = 0
donc:

Vz €]1,; +oof, f(z) = g(z). Par ailleurs f(1) = arcsin(1) = get g(1) =
TArcos(—1) = 4 x 7 = g ce qui prouve au final d’une autre fagon que :

‘VmeD,f(ac) =g ac)‘

1/ sin?(x) 1
2. On considere l'intégrale : / arcsin <%) dt. On veut faire une inté-
2

gration par parties. Posons u(t) = tetwv(t) = f(t). Les fonctions u et v sont
bien de classe C! sur l'intervalle en question et V¢t €]1; +oof, v/(t) = 1, v/(t) =

1
721;\/1 —x

1/ sin?(x) 1 1 1/ sin®(z) 1 1/ sin?(x) dt
arcsin | —= | dt = |tarcsin | —= + —/ —_
/2 <\/1_5) [ (\/Eﬂ 2 2 Jz t—1
in2(r
dt B /1/!31[1 (z) w’(t) dt
2

1t w(t)
dt
t—1

. Par intégration par parties :

Or

1/ sin?(x)
sil’on pose w(t) = t—1, on constate que : /
2

1/ sin?(x)
Par primitives de formes usuelles on en déduit que : /
2

VY - el o) 2

T
car 0 < < — donc
sin?(x) sin(z) tan v 2

cos(z) > 0 etsin(x) > 0.

On en déduit au final :

1/ sin? (2) 1 v w1
in(— | dt= D) -1
/2 arcsin (\/f) sn’(z) 2 + tan(z)

1/ sin?(x) 1
3. On considere 'intégrale / arcsin (—> dt dans laquelle on fait le chan-
2

Vi
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. A _ 1 . _ _ ™ . . _ .2 2m+a a
gement de variable : ¢ = m Sito =2, uy = i convient et si t; = 1/sin’(x), / Ft) dt = / F(u) du.
1 2m 0
uy = x convient. On définit donc une application ¢ : u — ——— de classe C' sur onta 0 o 2nta
cf)lslzu)u Nous avons :/ f@) dt = / f(t) dt + f(t) dt +/ f(t) dt. Or,
lI'intervalle I considéré et telle que Vu € I, ¢'(u) = —2———. Par changement 2rta a “ a 0 EL
de variable : sin”(u) /2 f@®) dt = /0 f(t) dt d’aprs la question précédente et / f@t) dt =
1/ sin?(x) . 1 z . . ) . T o omta o “
/21 arcsin (%> dt = é ug’(u) du. Or par intégration par parties : _/O f(t) dt. Donc : /a f(t) dt = ; f(t) dt.
up' (u) du = [wp(u)]7 )4 — / ©(u) dz. Au final : ™
m/4 m/4 2. Nous partons de l'intégrale : / f(t) dt dans laquelle nous effectuons le change-
Jo
1/ sin?(z) 1 " . x dt ment de variable : u = —¢. Alors pour ¢y = 0 nous obtenons uyo = O et pourt; =7
/ arcsin (7) dt = — —5 / —5 - nous avons u; = —; Ceci définit alors une fonction ¢ : v — —u de classe C*
2 ¢ sin"(z) n/a Sin” (1) sur [—m; 0] et telle que : Vu € [—; 0], ¢’(u) = —1. Par changement de variable :
™ - 0
1 . - Aol ba x ™ 1 f(t) dt =— f(u) du = f(u) du
4. On déduit d t dentes 1'égalité : - = -1 = /
n déduit des questions précédentes 1'égalité Sn2n) 2 + tan() 0 0 .
x v Toodt . 2m ™
sin?(z) 5 /0 sin2(t) ce qui donne : Ainsi, en utilisant la question précédente aveca = —m: /0 F() dt = » F(¢) dt.
™ 0 ™ T
/'”” dt 1 1 Par ailleurs : f(t) dt = f(t) dt+/ f@) dt = 2/ f(t) dt. Aufinal, nous
o/asin?(t) tan(z) — = 0 0
avons prouveé : f(t) dt = 2/ f(¢) dt.
0 0
Correction du probléme: 3. Soit f une fonction continue sur R. On note F(x) = / f(t) dt. D’apres le
0
PARTIE I : Questions préliminaires. théoreme fondamental du calcul intégral, F' est dérivable sur R donc conti-
nue sur R. Par conséquent : Va € R, 1il>n F(z) = F(a) ce qui s'écrit :
27+a a
1. Soit a € R. On considere l'intégrale : / f(t) dt. Posons v = t — 2. Ya € R, lim F(x) :/ f(t) dt.
27 r—a
Alors pour ¢y = 27 nous obtenons ug = 0 et pour ¢{; = 27 + a nous avons 0
u; = a; Ceci définit alors une fonction ¢ : u +— u + 27 de classe C' sur PARTIE II : Deux calculs d’intégrales.
[0; a] et telle que : Yu € [0; a], ¢'(v) = 1. Par changement de variable :
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Pour r € [0; 1[U]1; +o00], on considere les intégrales suivantes : 3. On considére un réel a €]0; 7 et on pose : I, (1) = / r — cos(t) dt.
o r2—2rcos(t)+1
2m 27 :
— cos(t t
A(r) = / rocost) gy = / sin(?) dt.
Jo 12 —=2rcos(t)+1 Jo 12 —=2rcos(t)+1

1
r2 —2rcos(t) + 1
définie sur [0; 27]. On constate que le dénominateur ne s’annule pas. En effet
ce dernier a pour discriminant : A = —4sin?(¢), ce qui est toujours strictement
négatif sauf pour ¢t = 0,7 ou 27. Or sit = 0 ou ¢t = 27, alors I’expression s’annule
en 1 ce qui est impossible puisque r # 1 par hypothése. De méme, si ¢ = 7, alors
I'expression s’annule en —1 ce qui est impossible car r # —1 par hypothese.

1. Soit 7 € [0; 1[U]1; 4oo[. On considere l'application : ¢ —

Au final, I'application ne s’annulant pas sur [0; 2], elle est continue sur [0; 2]
r — cos(t)
r2 —2rcos(t) + 1

et il en est de méme des deux applications ¢

sin(¢)
r2 —2rcos(t) + 1
[0; 27], nécessairement A(r) et B(r) sont définies pour tout r € [0; 1[U]1; 4o0].

ainsi que

t— dt. Ces deux dernieres applications étant continues sur

Sil'on pose : u(t) = r? — 2r cos(t) + 1 on constate que v’(t) = 2rsin(¢) donc :

, 1 () 1 - B
e Sir #0,alors B(r) = 5/0 D) dt = Z[ln(u(t))]o . Comme u(0) = u(27),
on en déduit B(r) = 0.

2m
e Sir =0,alors B(r) = / sin(t) = [ cos(t)]§"™ = 0.
0

Au final:‘Vr € [0; 1[U]1; +oof, B(r) = 0-‘

r — cos(t)
r2 —2rcos(t) + 1

. Puisque : t — est 2m-périodique, d’apres la question 2 de la

r — cos(t)
r2 —2rcos(t) + 1

partie précédente, on en déduit : | A(r) = 2 / dt.
0

4/6

r — cos(t)
r2 — 2rcos(t) + 1

(@) On considere l'intégrale : / dt dans laquelle on réalise
0

. t
le changement de variable : © = tan 3 ) Alors pour ¢y = 0 nous avons

up = 0 et pour t1 = @ nous avons u; = tan(a/2). Ceci définit donc une
application ¢ : u — 2 arctan(u) de classe C* sur [0; tan(a/2)] et tel que: Vu €

[0; tan(a/2)], ¢'(u) = 5- Par changement de variable, et car cos(t) =

1+u
1—u? L.
nous en déduisons :
14+ u?
tan(a/2) 1 2 -1 2 1
L(r)] =2 _ rite)mltu du
0 r2(1+u?) —2r(1 —u?)+ 14+ u? 1+ u?
2/mn(a/z) (r+Du’+(r=1) 1
A wWr+ 12+ (r—1)21+u?
9 tan(a/2) U2+OA
= / du,
r+1J, (u? + a?)(1 +u?)
—1
avec|a = — . | (a est bien défini car r + 1 # 0).
r+1
u? 4« A B 1
b) Vv R = B = t
b) Vu € K, (u? +a?)(u? +1) u2—i—0z2+u2—|—17 avec ar1|®
p/p—
a+1

(c) Parlinéarité, I,(r) =

m (arctan(tan(a/2)) + arctan (%)) -

2 a tan(a/2) r—1
———— | = +arctan (| ————= ] | . Comme @ = —— nous avons
(r+1)(a+1) \2 e r+1

a+1= —Td’ouaufinalz
r+1
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L(r) = - (Arctan (W) + 9) .

r 2
t 2 t 2
(d) e Sia < 0, alors lim M = —oo donc lim Arctan (M) =
a—T (0% a—T (0%
~Z donc par somme| lim I,(r) = 0.
2 a—m—
t 2 t 2
e Sia > 0,alors lim M = +oodonc lim Arctan <M> T
a—mT « a—mT— « 2
donc par somme | lim I,(r) = T
a—mT T

(e) Dunepartque:aa < 0 & r <1< r € [0; [ carr € [0; 1[U]1; 4oo] par
hypothese.

a _ t P _ ﬁ

D’autre part lim 5 r — cos(t) dt = / r — cos(t)
a—r= Jo 12 —2rcos(t) +1 oy 72— 2rcos(t) + 1

r — cos(t)
r2 — 2rcos(t) + 1

dt

par continuité de l'application ¢ —

sur R et d’apres la

question 3 de la partie précédente.

r — cos(t)
r2 —2rcos(t) + 1

dt d’apres précédemment donc d’apres

Or, A(r) = 2/07r

2
la question précédente : | A(r) = 0sir €]0; 1[et A(r) = Tsir>1.
T

PARTIE III : Indice d"un point par rapport a un lacet.

Soient 7y : t — x(t) + iy(t) une application définie sur [0; 1], a valeurs dans C, de
classe C! et telle que v(0) = v(1). On note de plus z € C\ ¥([0; 1]). On appelle indice
d’un point par rapport & un lacet, et on note : Ind, () 'intégrale :

1t A
Indv(z)—%/o 'y(t)fzdt

Année 2024-2025
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1. Puisque 7 est de classe C', v/ est continue sur [0; 1]. De méme ¢ — ~(t) — z est
continue car vy est dérivable donc continue. Par ailleurs, V¢ € [0; 1],v(t) # z. En
effet sinon il existe ty € [0; 1] / v(t0) = z. Absurde car z € C \ v — [0; 1]. Par
quotient de fonctions continues dont le dénomiunateur ne s’annule pas on en

(¢ 1 I(t
7 (t) est continue sur [0; 1] donc / 10
v(t) — = o V(t)—=z
qui justifie 'existence de Ind, (z).

déduit que : ¢t — dt est défini ce

2. On pose dans cette question uniquement : y(t) = e*7 et z = pe'# tel que p # 1
et p € [0; 2m].

(a) v est bien de classe C! sur [0; 1] et v(0) = (1) = 1. D’autre part comme
Vvt € [0; 1], |[v(#)] = 1et|z] # 1car|z| = petp # 1. Nécessairement
z € C\ v([0; 1]). Les hypotheses sont donc bien vérifiées.

1
Puisque Vt € [0; 1]; v/(t) = 2iwy(t), nous avons : | Ind~ (0) :/ 1dif=1.]

q 1 -’y “ -
29t dt 2imt dt
(b) Par définition : Ind,(z) = / ¢ — / ¢
0

0 e2imt _ einp/r re2imt _ oip
! dt
r — -
/O r — ei(=2mt+yp)

Posons u = —2mt + ¢, alors par changement de variable nous obtenons :
1 [¥ du
Ind,(z) = — — . En posant a = ¢ — 27 et d’apres la question
’Y( ) 2 AQW r— e p L4 P q
® du ™ du
2 de la partie 1, nous avons alors : / — = / — . Au final,
p—2x T — e o Tr—ew
nous en déduisons :
2
d
Ind, (z) = L/ “
2m Jo T —e
1 r—e i r—e .
(c) Comme — = - — = nous en dédui-
r — et (r—e)(r —e ) r2 — 2rcos(u) + 1
1 r — cos(u sin(u
sons : — = (w) —1 (w) . Par linéarité (ou
r—ei 12— 2rcos(u) + r? r2 — 2rcos(u) + r?
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définition de l'intégrale d’une fonction a valeurs complexes!) on en déduit :
Ind, (z) = %(A(r)fiB(r)). OrB(r)=0,A(r) =0sir € [0: 1[letA(r) =1

: 1 .
sir > 1. Comme |z| = —, au final :
T

e Si|z| >1,|Ind,(2) = 0.
e Si|z| <1,|Ind,(2) = 1.

3. (a) D’apres le théoréeme fondamental du calcul intégral et par composition, F
/
est dérivable sur [0; 1] etVz € [0; 1], F'(x) = (’yiF(x) Par quotient, G
y(z) -2
F'(z)(v(z) — 2) = F(z)y'(2)
(v(z) = 2)?

(x), on constate que le numérateur

est dérivable sur [0; 1] et Vz € [0; 1], G'(z) =

Or comme Vz € [0; 1], F'(z) = %F

est nul. On en déduit: Vx € [0; 1], G'(x) = 0.

(b) D’apres la question précédente G est constante. En particulier, G(0) = G(1).
Or v(0) = (1) donc nécessairement F'(0) = F(1). De plus, F(0) = exp(0) =
1. On en déduit F(1) = 1 ce qui s'écrit ‘ exp(2irInd, (2)) = 1. ‘Enﬁn 1Vz €
C,exp(z) =1 < 3k € Z /z = 2irk. Par conséquent : Ik € Z /2inInd,(z) =
2ikm < 3k € Z /Indy(z) = k. Comme k € Z cela prouve au final que :
Ind, (2) € Z.

* kK
FIN

* kX
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