Lycée Déodat de Séverac Année 2024-2025
Samedi 28 Septembre Mathématiques PTSI

Devoir surveillé n° 1.

Durée : 4 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
d’une part il le signale au chef de salle, d*autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation. la lisibilité. I'orthographe. la qualité de la rédaction. la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier. les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illustrer, s’ils le jugent nécessaire,
leurs réponses avec un dessin.
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Exercice 1

- Questions de « cours »-

1. Soit z € R tel que x n’est pas congru a 0 modulo 7. On pose : t = tan (%) Exprimer simplement cos(x), sin(x)
et tan(z) en fonction de ¢.

2. Résoudre les équations suivantes :
(@Ve2-3r—3=2+2; (b)|3z—1=52—-2; (c)In(z)+In(z? - 3x) =In(2x — 6);
(d) 3sh(z) — 2ch(z) =0; (e) 2V® = 8%; (f) sin(3z) = sin(x).

3. Résoudre les inéquations suivantes :

¢ +1§2; (@©2—z<|zx+1|; (d)sin(3z) < sin(z).

@a® <z; (b)

efL‘

 sh(x) ) _ th(a) +th(b)
4. On pose th(z) = h(z)’ Montrer que : th(a +b) = 1+ th(@)th(b)’
Exercice 2
- Inégalités -
. . 3a—b a?

1. Soient (a; b) € (R% ). Montrer que : 1 =2 s

. +b+c a? b? 2
2. En déduire : V(a; b; R% )3, 2 < :

n déduire : V(a; b; c) € (R%)?, 5 _a+b+b+c+c+a
2 2 2

3. Montrer que : V(a; b; ¢) € (R%)? 4 b +-—S <atb+te

"a+b b4+c c+a

Exercice 3
- Systemes -
ar+by+z=1
Les nombres a et b étant deux réels, on considére le systeme suivant: ¢ =z +aby+2 =05 .

r+by+azx=1
1. Résoudre le systeme pour a = 1.
2. Résoudre le systéme poura = —2etb = —2.
3. Résoudre le systéme pour a # 1.
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Soit A C R et on considére les assertions suivantes :

S N

Exercice 4
- Logique -

P:«V(z; y) e A2Vte|0; 1], ta+(1—-t)ye A»
Q:«V(x; y) € A2Vte[0; 1], (1—t)z+tye A»
Ri:«IMeR/VeeA e <M»
Ro:«ImeR/ Ve A x> m».

Ecrire les négations de P et R;.

On pose : A = [0; 1]. L’assertion P est-elle vraie? L'assertion R est-elle vraie? Justifiez.

On pose A = Z. L'assertion P est-elle vraie? L'assertion R est-elle vraie? Justifiez.

Ecrire la contraposée de P = Q.

. Montrer que P & Q.

. On considere dans cette question : A C R tel que A vérifie la propriété P mais ne vérifie ni la propriété R, ni

la propriété R,. Soit z € R.

(a) Justifier I'existence de (a;; a2) € A? tel que a1 < = < ao.
(b) Déterminer ¢, € [0; 1] tel que z = tpar + (1 — tp)az. Qu'en déduit-on pour x?
(c) Montrer que A =R.

PARTIE (A).

PARTIE (B).

Exercice 5

- Trigonométrie -

Des formules que 1’on redémontre.

(Q1) Enoncer et démontrer la formule transformant tan(z + y) en fonction de tan(z) et de tan(y), les
nombres x et y étant définis de telle sorte que les tangentes le soient aussi.

(Q2) Endéduire que tan(2z) = 2% ott X = tan(z).
(Q 3) Montrer que Vz € R, cos(3z) = 4 cos®(x) — 3 cos(z).

Des nouvelles valeurs remarquables.

(Q1) Quel est I’ensemble de définition de x — tan(5z).
(Q2) Résoudre tan(5z) = 0.
(Q 3) Résoudre également I'équation polynomiale X [X? — 10X? + 5] = 0.

(Q4) En utilisant les questions A2 et A1, montrer que tan(5z) = %{W ot X = tan(z).

(Q5) De ces trois questlons, en déduire que tan(Z) = /5 — 2v/5,tan(2E) = /5 + 2V/5 ainsi que les
valeurs de tan(2X) et tan(2Z).

5
(Q 6) Montrer que

= 1+ tan?(x). En déduire cos(¥) = \/6— puis que cos(§) = f“

cos2 () —

(Q7) En utilisant la question A3, en déduire que cos(2X) = 1=

(Q 8) Résoudre alors 2 cos(2z) — 2 cos(z) +1 = 0.

4

* ok *
FIN

* k%
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Correction de I’exercice 1:

1. Cf. fiche méthode 3.
2. (a) cf TDL1.

(b) Cousin germain de l’exercice 1(b) du TD2.

1
(c) Cousin germain de 'exercice 3(e) du TD2.

(d) Comme pour sh(x) = 2 (cf fiche mthode 2) on pose : X = e”.

S = {%111(5)}.

(e) Petit frere de I'exercice 6(a) du TD2.
(f) Cousin germain de l'exercice 1(a) du TD3.

3. (a) cf TD1.
(b) cf TD2.
(c) Cf TD2.
(d) Cousin germain de I'exercice 2(b) du TD3.
| S =] — /4 0[Uln/4; 3m/4Ulm; 5r /4] [2n]. |
L. sh(a +b) . ) )
4. On écritth(a+bd) = hatD) Ensuite on exprime ch(a+b) et sh(a+b) en focntion

de sh(a),sh(b), ch(a), ch(b) (exercice 5 du TD3) puis on utilise la méme technique
que pour la démonstration de tan(a + b) (cf Cours).

Correction de I’exercice 2:

1. Par équivalences :
3a—10b a?
4 T a+bd

& (3a—b)(a+b) < 4a?

< 3a? 4 2ab — b? < 4a?
a2 —2ab+b2>0
& (a—0)2>0

Année 2024-2025

Puisque V(a; b) € (R%L)% (a b)> > 0 on en déduit que
3a—b a®
; b) € (R})? < .
o by € (R, 2l < O

2. D’apres la question précédente nous avons donc :

3a—0b a?
< 1
4 T a+bd ()
3b—c b?
< 2
4 T b+c @)
3c—a c?
< 3
4 T cHa ©)
b 2 b2 2
Ainsi, en sommant, nous obtenons : atbte < a4 + ¢ .
2 a+b b+c c+a
3. Puisque ab > 0 par hypothese, nous avons a? < a? + ab donc a* < a(a + b) ce
2 2
qui donne : 2 < 4;Delaméme fagon <bet < ¢ ce qui donne en
a+b b+c c+a
a? b2 c?
sommant : + + <a+b+ec
a+b b+c c+a
Correction de I’exercice 3:
1.
r+by+z=1
_ r+by+z=1
r+by+z="> @{ Ttby+z—b

r+by+z=1

Nous avons donc deux cas :
— Sib # 1, le systeme est impossible : S = 0.

1/7



Lycée Déodat de Séverac

Correction du DS1

Mathématiques PTSI

— Si b=1, le systtme est équivalent a : z + y + z =

y — 2. On en déduit une infinité de solutions et plus précsicément :

S = {(1 7yfzayvz)7(yaz) € ]RQ}

—2r—-2y+z=1
r+4dy+z=-2 <&
r—2y—2z=1

Ainsi:|S = {(z,—

Année 2024-2025

=1-1 3

On

2/

ax+by+z=1 r+by+az=1
r+aby+z2=56 & r+aby+z2=">
r+by+az=1 ax+by+z=1

r+by+az=1
bl—a)y+(a—1)z=1-0
bl—a)y+(1—a)(l4+a)z=1-a
r+by+az=1
< bl—ay+(a—1)z=1-0
(a—1)(a+2)z=a-0
{ r+by+az=1

b—1
by —z2=——
a

a — b
+ 2 =
(a )Z

-2

distingue alors plusieurs cas :
Sia = —2etbh = —2,alors le systeme déja été résolu précédemment.

. L R b =1
Sia=—2etb# —2,alors le est équivalent au systeme : { T y;laz —0

ce qui est impossible : S = 0.
Sia# —2etb#0. Alors:
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x+bytaz=1 z+by+az:11
= 7 L a—b

(a—1)(a+2) BRI CES)
B a—b>

- (a—1)(a+2)

N ~ ab+b-2

YT ha—1)(a+2)
L a—>b

(a—1)(a+2)

ce qui donne une unique solution.

— Sia# —2eta # —1 etb = 0.Nous avons donc nécessairement : z = T et
1 1
z= 7donc:1: cesta direa = —1. Donc S = 0.
(@—1)(a+2) 2
— Sia # —2eta=—letb=0,alorsz—z =1etz—x = 1 ce qui est impossible :
S=40.

Correction de ’exercice 4:

1. Lanégationde Pest:«dzx € A,Fyc A, It € [0; 1] /te+ (1 —t)y ¢ A»
Lanégationde Ry est: «VM e R,3x € A /x> M »

2. QOui l'assertion est L'assertion P vraie. En effet, soient x et y deux éléments
de Acestadiretelsque: 0 < x < 1let0 <y < 1.Prenons ¢ € [0; 1]. Alors
0<(1-tly<l—tcarl—t>0et0 <tz <tcart > 0. En sommant nous en
déduisons : 0 < tz + (1 — t)y < 1 ce qui prouve que : (1 —t)z +ty € A, ce qu'il
fallait démontrer.
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Oui l'assertion R est vraie car M = 1 convient.

. Non l'assertion est fausse car si z = 0, y = 1 nous avons bien z € A, y € A mais

12+ 1y ¢ A donc nous navons pas pour tout ¢ € [0; 1], tz + (1 — t)y € A.

L’assertion R, est également fausse car sa négation est vraie. En effet si M est un
réel quelconque, alors en considérant x I’entier relatif strictement plus grand que
M, nous avons bien x > M.

. La contraposée est # Q =# P. =P a été déterminée précédemment. On écrit # Q

de facon similaire.

. On suppose que P est vraie. On veut montrer que Q est vraie. Soient donc x et

y deux éléments de A et t € [0; 1]/ On veut montrer qu’alors (1 — t)z + ty € A.
Posons T = 1 — t. Alors T € [0; 1]. Or, P est vraie donc nécessairement
T+ (1-T)y € A Puisque Tz + (1 — T)y = (1 — t)z + ty on en déduit que
(1 —t)x + ty € A ce qu'il fallait démontrer.

On suppose que Q est vraie. On veut montrer que P est vraie. Soient donc z et
y deux éléments de A et t € [0; 1]/ On veut montrer qu’alors tx + (1 — t)y € A.
Posons T = 1 — t. Alors T € [0; 1]. Or, Q est vraie donc nécessairement
(1-T)x+Ty € A Puisque (1 —T)z + Ty = tx + (1 — t)y on en déduit que
tr 4+ (1 — t)y € A ce qu'il fallait démontrer.

Par double implication : P < Q.

. (a) Nous avons :

“Ri:«VM eR,Jx € A/x> Mr»et—-Ro:«¥YmeR,Ixr € A /z <m».

Soit donc = € R. La négation de R, étant vraie par hypothese, 3as € A / az >
z. De méme la négation de R étant vraie on en déduit l'existence de ay € A
tel que : a; < z. Nous avons donc a; < z < ag ce qu'il fallait démontrer.

ag — T

(b) Puisque a1 < = < ag nous avons a; — az # 0. Posons alors ty = .
as — aq

Des inégalités a1y < x < ao, il est clair que as —« > O et ag — a1 > 0 ce qui
prouve que t > 0. De plus : ¢ > a; donc —z < —a; ce qui donne en sommant
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as — ¢ < ap — a1. En divisant par a; — a; > 0 on en déduit : tg < 1. Par
conséquent ¢ € [0; 1]. Pour finir :

‘toal + (1 — to)ag = ‘to(al — ag) + a9 = —(ag — l‘) + as = ce qu’il fallait
démontrer.

Comme 7P est satisfaite et que (a1; a2) € A onendéduit toa; +(1—tg)az € A
ce qui prouve que v € A!

(c) La question précédente montre l'inclusion R € A. Comme A C R par hypo-
these, par double inclusion :| A = R.

Correction de ’exercice 5:

PARTIE (A). Des formules que 1’on redémontre.

(Q1) Enoncer et démontrer la formule transformant tan(z 4 y) en
fonction de tan(z) et de tan(y), les nombres x et y étant définis de
telle sorte que les tangentes le soient aussi.

sin(z+y) _ sin(z) cos(y)+sin(y) cos(x)
cos(z+y) cos(z) cos(y)—sin(y) sin(x)

tan(z +y) =

cos(x) tan(z) cos(y)+tan(y) sin(y) sin(x)

sin(a)=tan(a) cos(a) cos(z) cos(y)—cos(x) cos(y) tan(z) tan(y)

cos(zyeos(y (tan(w)-{-tan(y))

co! 0] (17(}8.11(1) tan(y))

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

(Q2) En déduire que tan(2z) = 255 ot X = tan(z).

tan(z) + tan(x) _ 2 tan(x)
1 —tan(z)tan(z) 1 — tan?(z)

tan(2x) =

Année 2024-2025

(Q 3) Cf fiche méthode, chapitre 3!
PARTIE (B). Des nouvelles valeurs remarquables.

(Q1) tan(5x) a un sens si et seulement si 5z # J[7] < = # {5[£]. Dong,
I'ensemble de définition de cette fonction est R — {7

(Q2) Par propriété,

tan(5x):0<i>5z50[7r]¢>x50[%]
Q3)
4 2 _ X == O
X(X1 10X +5)_0<:>{ Y 10X245 = 0

On reconnait une équation bicarrée. on pose Y = X?2. On résout

Y2 10V +5=0<Y = 10i2‘/% = 10*;‘/5_’ = 5 + 2+/5. Ces deux
solutions sont des réels positifs. On en déduit que

X?2=5+2V/5o X =1/5+2vV50uX = —\/5+2V5.

Ainsi
S = {0; \/5+2\/5; \/5—2\/5;—\/5+2f;—\/5—2x/5}
Q4)
tan(5z) = tan(2z + 3z) = {EnlebenGe)
Or
tan(2:1:) — Ln(f)
1 — tan®(x)
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tan(3z) = % Or ;2% € [0;5[= tan (%) > O;tan (%) > 0. De plus, tan est
croissante sur [0 : 7. Ainsi,
_ (@)t o
T 1-tan(e)x Zefl 0 < tan ( 5) < tan (?)
tan(e)— tan ()42 tan(e) En conclusion, tan(%) = /5 — V5 et tan (?’T) = /5 + 2v5. De
_ 1—tan?(z)
= Trhamlm—zenl@m méme, 0 > tan (3F) > tan (4”) et tan(3F) = —/5—2V5 et
1—tan?(z)
tan(4gr) = —v/5+ 2v/5.
(Q6) OnaVve € R — x/2[n]
) 2 12
_ tan(z)—tan®(x )+2tan(z) _ — tan®(z)+3 tan(z) 1 +tan2(x) =14+ e (x) — cos (SC) + sin (SC) _ 1
- 1—tan?(z)—2tan?(z) 1—3tan?(z) cos2 (:1;) COSZ(SC) COS2(I)

En conclusion, posons X = tan(z). Alors

2X 4 3X— x3

_ 1-x2 " 1-3x2
tan(bz) = PR s )
1-X2 7 1-3x2

2X[1-3X2]+[3X - X*][1-X?]
(1-3X2)(1-X?)—2X x(3X—X?3)

2X-6X343X-X3_3X34X°
1-X2-3X2+3X%1-6X2+2X1

5X—10X34X°
1—10X2+5X1%

2z, 31 47 sont solutions
(5]}:

tan(z) = =X
tan(5x) =0« 5X—10X34X°
1-10X2+5X4

(Q5) Finalement, on sait que les nombres 0; Z; 2
de tan(5x) = 0. De plus, pour z € R — {5

o

tan(z) = =X
ﬁ{ X e {0;\/5+2\/5;\/5—2f;—\/5+2f;—\/5—‘

Année 2024-2025

Vi)

5/

par la relation fondamentale de la trigonométrie. Puis,

2
Cosz(lﬂ'/5) :1+tan2(7r/5):1+ V572\/5 :1+5*2\/5:6*2\

& cos?(m/5) = 67;/5

5)=+—=L
< cos(m/5) — =

1
6—2

& cos(m/5) =+

S

puisque cos est positive sur | — 7/2; 7/2[.
Montrons que
— e+

1 VE+1 1
<> car les nombres sont positifs 55 7z 6—2v5 16

1 _ 541425
= 6—-2vV5 16

o 16= (6—2\/3)(6”\/5)

& 16=36—-4x5
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Q7)

(Q 8) Résoudre alors

Année 2024-2025

Finalement, S = {+Z[2n]; £37[27]}.

Cette derniere égalité est vraie, la premiere 1'est aussi par équiva-
lences successives. Ainsi, cos(Z) = @

cos(3%) = 4(cos(%))® — 3cos(Z)

2cos(2x) —2cos(z) +1=0 & 2[2cos?(z) — 1] —2cos(z) +1 50
& 4cos?(z) —2cos(z) —1=0

cos(z) = 242v5 _ 145

2x4 4
cos(x) = cos(Z) ou cos(z) = coq(

<~
=Y jus

5

ol
2

& w=+I2r]oux = +£322n]

* * K
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