Lycée Déodat de Séverac A rendre seul, en bindme ou en trindme. Mathématiques PTSI

A rendre le vendredi 28 Mars
Devoir en temps libre n° 8

EXERCICE

Pour tout entier naturel, on note : g,,(z) = cos(nx) et S, (z) = Z ai cos(kz) € F(R,R)
k=0
1. Quevaut: 5! (z)+(n+1)%Sy41(x) ? En particulier, vérifier que S/, (2)+(n+1)%Sy41(z) € Vect(go, - .., gn)
puis en déduire par récurrence que la famille de fonctions : (go, ..., gn) est libre.
1 2m
2. Montrer que — Snp(2) dz = ag.
27T 0
27

2m
3. (a) Calculer: / cos?(kx) dz pour k # 0 puis / cos(kx) cos(px) dx avec p # k.
Jo 0

27
(b) En déduire: a), = 1 Sn(x) cos(pzx) dx sip # 0.
T Jo

PROBLEME

Soit K = C. On note E = K" l'espace vectoriel des suites a valeurs dans K indexées par N. Soit a, b, ¢ trois
scalaires fixés, a et ¢ étant non-nuls (si ¢ est nul, on aurait une suite linéaire d’ordre 1). On note

F= {(un)neN € E;Vn e N, aupyo + by + cu, = O}.

Le but du probléme est de démontrer le théoréeme du cours donnant I’expression générale des suites de F
que l’on rappelle ci-dessous.

Soient b € K; a, c € K* et soit (uy,)n>0 la suite linéaire d’ordre 2 vérifiant
Vn € N;aupyo + bupy1 + cup, =0

On appelle ar? + br + ¢ = 0 (E) 'équation caractéristique.
e Si (E) admet deux racines distinctes r; et o alors il existe A, u € K tels que :

Vn € Nyuy, = Al + pry.

e Si (EF) admet une racine unique ry alors il existe A, u € K tels que :

Vn € Nyuy, = (A 4+ nu)ry.

(Q1) Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

(Q2) Dimensionde F'?
Soit (v )n>0 et (wy)n>o les suites de F telles que vg = 0,v1 =1, etwy = 1, wy = 0.

(Qa) Démontrer que la famille ((vy)n>0, (Wn)n>0) est libre.
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(Qb) Soit (un)n>0 une suite de F, on pose A = ug et y = u;. Démontrer que (uy,),>0 est combinaison
linéaire de (vp,)n>0 €t (Wp)n>o0-

(Qc) En déduire que F est de dimension 2.
(Q 3) Familles libres de suites?
(Qa) Soit « et 5 deux scalaires distincts. Démontrer que la famille ((&™),>0, (8")n>0) est libre.
(Qb) Soit o un scalaire non-nul. Démontrer que la famille ((¢™),>0, (Ra™)n>0) est libre.
(Q4) Démonstration du théoreme.
On note (E) 'équation az? + bz + ¢ = 0, et A son discriminant.

(Qa) Démontrer qu'une suite géométrique (¢"),>o de raison non-nulle est élément de F' si et seulement
si ¢ est solution de (FE).

(Qb) On suppose que A est non-nul, et on note A;, A2 les deux racines de (E). En utilisant les questions
précédentes, démontrer que F = Vect (()\71‘)”20, (/\g)nzo).

(Qc) On suppose que A est nul, et on note A la racine (E). Démontrer que la suite (nAf)»>0 est élément
de F. Démontrer ensuite que F' = Vect (()\g)nzo, (n)\{)‘)nzo).
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Exercice :

E ay cos(kx)

Pour tout entier naturel, on note : g,,(z) = cos(nz) et Sy, (

n+1

Zakk cos(kx).

1. Par linéarité de la dérivation: S, | (=

Ainsi :
n+1
V(@) +(n+1)2Sn (2 Z ar((n+1)? —k?) cos(kx). on remarque alors que

pourk =n+1,a,((n +1)? k:Q) cos(kx) = 0 ce qui assure que :

— k?) cos(kx) € Vect(go, ..

S;{—‘rl(x) +(n+ 1 Snt1( s 9n)-

-3 o

Montrons par récurrence faible que (go, - .., gn) est libre pour tout entier naturel

n.
e Initialisation. Pour n = 0, go est une fonction nulle. Or toute famille de vec-
teurs constituée d’un élément non nul est nécessairement libre.

e Hérédité. On suppose : (go, ..., gn) libre et on veut montrer que :

(90, --.,9gn+1) est libre. Soient donc : (a1, ..., ant1) tels que : Vo €
n+1 n+1

R, Zak cos(kx) = 0. Posons alors : S;,41(x Z ay cos(kx). Alors Sy 41
k=0 k=0

est la fonction nulle donc S/, + (n + 1)25,, également. Nous avons donc, en
accord avec les calculs précédents :

Vo € R, Zak

Or par hypothese de récurrence, (go, .., gn) est libre donc nécessairement :

Vk € [0; n],|ax((n + 1) — k%) = 0 & car (n + 1)% — k? # 0. Nous

avons donc :

— k?) cos(kx) = 0.
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Vo € R, ap41cos((n+ 1)z) = 0. En prenant z = 0, il vient :

Nous avons donc montré que : ‘Vk €0; n+1], ar = O‘ ce qui prouve que
(g0, -+, gn+1) estlibre ce qui prouve 'hérédité.

2. Par linéarité de I'intégration :

2w

n 2m 2m
Sp(x) dz Zak/ cos(kz)dz. Or, pour k = 0, / cos(kx)dx =
k=0 70 0

0

2w 2w
/ ldx = 2w et pour k # 0, / cos(kx)dx = = 0. Au final :
0 0

()l

2m
Z ag / cos(kx) dx = 2mag, ce qui prouve au final que :
- 0

2m
ap = Sp(z) dz.
0

/02” (1 + Co;(2kx)> "

2m 1 27
= %/ 1dm+§/ cos(2kx) dx

2m
3. (a) /0 cos? (kx) da

=7+ % X 5 [sin(2kz)]3" car k # 0
2m -
/ cos(kx) cos(px) dx
0

2m
= [ leosth+ p)e) + cos((k — p)o)) da
= 3 0% cos((k + p)x) dx + % :ﬂ cos((k — p)z) dx
= 3 X mplsin((k +p)2)J7 + 5 x g2 [sin((k —p)z)]§T cark +p#Oetk —p #0

(b) Ainsi, sip # 0, par linéarité :
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2w

n 2m
Sp(x) cos(pz)dx = Z ag / cos(kx) cos(px) dz
k=0 70

Comme dans la somme, la seule valeur de k pour laquelle I'intégrale est non
nulle est pour k¥ = p, en accord avec les calculs précédents, nous en dédui-

sons ¢
2w 2w

Sy (z) cos(pz) dz = a,

0

cos®(px)dx = a,m car p # 0 et d’aprés les

0 0
calculs ci-dessus. Au final nous obtenons bien :

1 21
sip#0

ap = — Sn(z) cos(pzx) dx

™ Jo

Probléme :

(Q1) Onsait que:
e F est un sous-ensemble de RY.
e La suite nulle appartient a F' puisque :¥n € N, a0 + b0 + c0 = 0.
o Enfin, soient (up)n>0, (Un)n>0 € F, A € K. Alors, Vn € N,

a(Mipt2 + Unt2) + 0(Atnt1 + Vng1) + c(Auy + vy)
)\(aun+2 + byl + cun) + (avn+2 + b1 + cvn)
AN+0=0

Ainsi, )\(un)nzo + (Un)nZO €L

Par propriété, on en déduit que ‘ F est un sous-espace vectoriel de E. ‘

(Q2) Soit (vy) et (wy,) les suites de F' telles que vg = 0, v1 = 1, et wp =1, w1 = 0.
(Qa) Soient A; € K; A(vy,) + p(wy) = Ogn. Alors, en particulier,

p o= 0
A =0
en considérant n = 0 et n = 1. Ainsi,
‘ la famille ((vy,), (wy,)) est libre. ‘

(QDb) On pose pour tout entier n : Py, : uy,, = Awy, + pvy,.
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i. Py et P; sont vraies.

ii. Supposons que P, et P41 sont vraies pour n > 0. Alors
_Tbun+1 - %un
= _Tb ()\wn_H + ,uvn_H) — g()\wn + /wn)

u(%bvnH — %vn> + A(_wam_l — gwn)
AWp g2 + fUnt2

Un+2

Ainsi P, est vraie.

iii. On sait que Py et P; sont vraies et que Vn > 0, (Py; Pnt1) = Prnyo.
Ainsi, par le théoreme de récurrence a deux pas, P, est vraie pour
tout entier n et
‘ (Un)n>0 est combinaison linéaire de ces deux suites. ‘

(Qc) Lespace vectoriel F' a une famille ((Un)nzo; (wn)nz()) libre et génératrice.

Donc c’est une base et

(Q3) (Qa) Soient \; p € K; A(a™) 4+ (™) = Okn. Alors, en particulier,

Adp =
Aa+pp =

U
——
>~
o=
I
o

8 j{k(a—b’) _ 0

car (o — ) # 0. Ainsi,

(QDb) ((a™), (na™)) est libre.
Soient \; 1 € K; A(a™) 4+ p(na™) = Okn. Alors, en particulier,

la famille ((a"), (8")) est libre. |

A =0
Aa+pa = 0

car (o) # 0. Ainsi,

la famille ((«™), (na™)) est libre. ‘

(Q 4) Démonstration du théoréeme.

2/3
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(Qa) Soit g # 0. Alors

(@")nz0 €F & VYneN,ag"™ +bg" ™ +¢¢" =0
& Vne N,q"(aq2 + bg? +C) =0

& (aq2+bq1+c) =0

car q # 0.

‘ Ainsi, (¢")nen € F si et seulement si g est solution de 1’équation caractéri

stique.

(QDb) Onsait que:

i. les suites (A7) et (A}) sont des éléments de F' et consituent une fa-
mille libre de F

ii. F est de dimension 2.

C’est donc une famille libre de taille maximale donc une base de F'. Il
s’agit en particulier d’une famille génératrice de cet espace. Ainsi,

F= Vect(()\?), ()\5‘)).

(Q c) Pour démontrer que cette suite est un élément de F', on l'injecte dans la
relation définissant F'. Alors :

Vn € Nja(n +2)A02 +b(n+ DA +endd = A5 (a(n +2)A3 +b(n A
A5 (n(ard + bA§ + ¢) |
AL n0+0)

car )\ est solution de I'équation et est égale a 2.
| Ainsi, (n\})nen € F. |

On sait que :

i. les suites (A\]}) et (nA]) sont des éléments de F et consituent une fa-
mille libre de '

ii. F est de dimension 2.
C’est donc une famille libre de taille maximale donc une base de F. 11

1A + cn)
2002 + bAo)

s’agit en particulier d’une famille génératrice de cet espace. Ainsi,
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F= Vect((Ag), (mg)).

* % %
FIN

* k x



