A rendre le mardi 03 Décembre
Devoir en temps libre n° 4

PROBLEME

1
1. Montrer que Vx € R* , Arctan(x) + Arctan <—) = g
€T

1
2. On note f la fonction d’expression : f(x) = 2Arctan ( 1:_+1) ainsi que la fonction g d’expres-
x

sion : g(x) = Arctan ( (x —1)(x 1))

(a) Donner les domaines de définitions de f et g. On notera D le domaine de définition de f
dans la suite de I’exercice.

(b) Montrer que Va € D NR%, f(—x)+ f(x) = 7 et g est paire.
(c) Montrer que pour tout x €]1; +oo], tan(f(x)) et tan(g(x)) sont définis et vérifier que :

Vz €]1; +oo[, tan(f(x)) + tan(g(z)) = 0.

T 1) + Arctan ( (x = 1)(xz+ 1)) pour

(d) En déduire une expression simple de 2Arctan (
x J—
tout réel x > 1.

(e) Quelle est la relation entre f(x) et g(z) pour z < —17?

dx

3. On considere dorénavant l'intégrale I(a) = / e
o a—cos(x)
(a) Vérifier que I(a) est bien défini pour a €] — oo; —1[U]1; ool.

(b) Envous aidant d’'un changement de variable, montrer que :

dx

Va €] — oo; —1[U]1; oof, I(a) = /07r 2T cos(@)’

En déduire que I est impaire.
w/2 dx w/2 dr
(c) Soita > 1. Calculer les intégrales J(a) = / —————etK(a) = / ———— al’aide
o a—cos(x) o a-+sin(x)
du changement de variable u = tan (g)
(d) Montrer que I(a) = J(a) + K(a) a'aide d’'un changement de variable.
(e) En déduire :

B 2 a+1 “(a T
Va > 1,1(a) = CES R <2Arctan< a_1>—|—Arctan< (a—1)( +1)) 2>

puis une expression simple de I(a) a I'aide de 2d.
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Correction du probleme :

1. Notons h la fonction d’expression : h(z) = Arctan(z) + Arctan (é) Par opra-
tions usuelles h est dérivable sur R*, et par dérivation de fonctions composées :
Vo € RY,n h'(xz) = 0. On en déduit I'existence, R* étant un intervalle, de C' € R
tel que : Vz € R%,h(xz) = C. En particulier 2(1) = C. Comme Arctan(1l) = %,

C= g d’ot1 au final :

Vo € R, Arctan(z) + Arctan <l) =—.
x

2. Onnote f la fonction d’expression : f(z) = 2Arctan < z_+1) ainsi que la fonc-
V=

tion g d’expression : g(x) = Arctan ( (x —1)(z+ 1))

(a) Puisque arctan est définie sur R, f est défini si et seulement si z # 1,

1 1
T > 0. En faisant un tableau de signes on obtient : T 1 >0 x €
xr — r —
] — o0; —1]U]1; +oo[ on en déduit : | D = Dy =] — co; —1]UJ1; +ool. ‘ De la

méme fagon : ‘ Dy =] — 00; —1] U [1; +o00]. | (ici I'intervalle est fermé en 1 car

I'expression de g n’a pas de quotient).
(b) On constate que siz € x € DNR? alors —z € D ce qui prouve que f(—x) +
f(x) est défini. De plus :

Ve e DNRY,
—xr+1 r+1
f(=z)+ f(z) = 2Arctan < — 1> + 2Arctan ( p— 1>
-1 1
= 2Arctan (@ ) + 2Arctan T
—(z+1) xz—1

2(Arctan(,/x1)+Arctan< I+1)>.
x+1 r—1
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1
Or, si 'on pose y = arctan( x—+1> on constate alors que :
z—
-1 1 1
arctan 7)) 4 arctan s = arctan | — | + arctan(y). D’autre
z+1 z—1 Y

1
part, puisque y € R’ et d’apres 1: arctan | — | 4 arctan(y) = % d’ott:
Y

‘Vx e DNRY, f(z)+ f(—=x) :w.‘

De la méme facon, si «+ € D, alors —x € D, et g(—z) =
arctan(y/(—z — 1)(—z + 1)) = arctan(y/—(z + 1)(—(z — 1)) =
arctan(y/(z — 1)(z 4+ 1)) = g(z) ce qui prouve que g est paire.

r+1

Soit z €]1; +o0o[. Alors: 1 <

carz+1>xz—1letx—1>0.Enpassant
T —

a la racine et puisque arctan(l) = % on en déduit : Vo €]1; 4+o0|, f(z) > g

D’autre part Yy € R, arctan(y) < g donc : Vz €]1; +o0f, f(z) < 7. Au

final :

Vo €]1; 4oof, f(z) € }g, pi {, ce qui prouve l'existence de tan(f(z)).

D’autre part il est évident que Vz €]1; +oof, g(z) € }fg; g[ donc
tan(g(x)) est bien défini pour tout z > 1.
2
Soit x €]1; +oo[. Par calcul : tan(f(x)) = tan(2y) = taingy) avecy =
1 — tan®(y)

1
arctan ( vt ) Ainsi :
r—1

—1 —1
2 $+1 2 erl
X X
tan(f(z)) = ———F5 = ——=
x+1 rx—1
z—1 z—1
= — —1 — — _12
(@ =D\ (@ =1/

= —/(z=1)(z + 1) = —tan(g(z))
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On en déduit : ‘ YV €]1; +oof, tan(f(x)) + tan(g(z)) = 0. ‘

(d) D’apres précédemment nous avons donc : Vz €]1; +oof, tan(g(z)) =
tan(—f(z)) = tan(m — f(z)) par © périodicité de tan/ Or Vz €]1; +oo,
g<f(o:) <m=-n1<—flr) < -5 =0<1— f(x)< g.Auﬁnalz
tan(g(x) = tan(x— f(x)) et (g(a); 7~ (2) € |0: 2] done f(x) = 7~ f(a)

™
bar bijectivité donc injectivité de la fonction tan sur } 0; 5 [

Nous avons donc : ‘ Vz €]l; +oo, f(z) + g(z) = 7. ‘

(e) Siz < —1alors —z > 1donc: f(—z) + g(—x) = 7. Comme g(—z) = g(x)
par parité de g et f(—x) = m — f(x) d’apres précédemment, on en déduit :

Va €] — oo ~1[, f(z) = () |

dx

3. On considere dorénavant l'intégrale I(a) = / .
o @ —cos(x)

(@) Sia €] —oo; —1[U]1; 400, alors |a| > 1 donc Vx € [0; 7], a — cos(x) # O car
1
Ve € R, —1 < cos(x) < 1. Alors = —

dx
a — cos(z)
T dx
(b) On consideére l'intégrale : / _
o a—cos(x)
v=m—2 < z=m —v. Ceci défini une application ¢ : v — ™ — v qui est
de classe C'! sur R donc en particuliers sur les nouveaux bords c’est a dire :
[0; 7] également (pour zp = 0,u9 = 7 et pour z; = 7, v1 = 0). Comme
Vv € [0; 7], ¢’ (xz) = —1 par changement de variable :

—— est continue sur |0; ar
a — cos(x) 0; 7} p

quotient ce qui prouve que / donc que I(a) est défini.
0

et on fait le changement de variable

/” dzx /0 dv /’f dv
_ = - — = —— O,
o a-+cos(x) = a—cos(v+m) o a—cos(v—+m)
i dz
; =— "ot inal : | I(a) = .
Vv € [0; 7], cos(v + ) cos(v) d’ott au final : | I(a) /0 p—
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Sia €] —oo; —1[U]l; +o0f, alors —a également donc I(—a) est bien dé-

.. 4 dx ™ dr ) . '
fini et I(—a) = /o Ta—cos(z) /0 @t cos(@)’ Or, d’apres ci-dessus,
/0 Hji:s(x) = I(a). Donc : Va €] — o0; —1[U]1; +oof, I(—a) = —I(a) ce

qui prouve que I est impaire.

Soit z € [0; 5]. Siu = tan (g) alors u € [0; 1] et arctan(tan (g)) =3

Ainsi : u = tan (g) < ¢ = 2arctan(u). Posons : ¢ : u — 2arctan(u). Alors

¢ est de classe C! sur [0; 1] et Vu € [0; 1],¢'(u) = wt Par ailleurs,
2 2u

1—u . . .
comme cos(x) = 5 etsin(z) = T (preuve laissée au lecteur mais a
u u

faire!) on en déduit par changement de variable :

J(a) =

1 1
du du
2 K(a) =2 —_—
/0 w(l4+a)+a—1 (a) /0 au? +2u+a

-1
Par ailleurs, comme a > 1, a4 1 est défini et donc :
V a

/1 du 1 /1 du
o w2(l4+a)+a—1  a+1Jy u2+ oL

a+1 1
1 a+1 a+1
= arctan | u
a+la—1 a—1/],
1 a—l—l)
= —arctan — .
CESICEY a—1

On en déduit :| J(a) =

2 la+1
marctan( m) .

De méme, pour K (a) en factorisant par a # 0 nous en déduisons :
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(\/<1—a>(1+a>)

a

1

b))

Q

N
(a+1)(a—1)

=]

<arctan <

S|

atl — arctan ;
-1 (a+1)(a—1)

(d) Par Chasles: I(a) = /7r

0

/2 dx
a — cos(x)

i dx

/’T dx
+ —
pij2 @ — cos(x)

Or, on peut exprimer /

Jpij2 @ — cos(z)
— s : T .
v =z — %, ce qui donne pour nouveaux bords 0 et 7 et donc, puisque par

Uy

a l'aide du changement de variable :

dx

ailleurs cos(w/2 — z) = sin(z) : /

| 1(a) = J(a) + K(a).|

(e) On déduit des questions précédentes que :

2
m <2 arctan (

I(a) =

ou encore : I(a) = -
(a+1)(a—1)
Or, d’apres 1, arctan ;
(a+1)(a—1)
Par conséquent :
2
I —— + -Z).
(a) R 1)(f(a) g9(a) = 3)
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a+1
a—1

()

/pi/2 a — COS

<f(a) — arctan <

= T axctan (\/{a + D(a D).

2

) (o)
—arctan | ————————=
(a+1)(a— 1)>

= K(a). D’'ou au final :

N
(a+1)(a—1)
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Or @ > 1 donc d’apres 2d, f(a) + g(a) = 7. Au final nous en déduisons :

I(a) = (a+1)(a—1)
N



